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Beitrag zum Durchschlagsproblem kreisférmiger Bimetallplaittchen* 
Von W. Baumann, Wien 
Mit 29 Textabbildungen 


Zusammenfassung. Es wird das kreisférmige Bimetallplattchen, das durch ein Gleichgewichts- 
system von vier Einzelkraften (Abb. 1) quer zu seiner Ebene vorgespannt und einer gleichmafigen 
Temperaturbeanspruchung ausgesetzt ist, untersucht. Hierbei wird die von Marguerre! ent- 
wickelte Theorie der schwachgewélbten Schale mit endlichen Verschiebungen angewendet. Mit 
Hilfe des Verfahrens von Galerkin wird eine Naherungslésung aufgestellt und numerisch aus- 
gewertet. Das Auftreten des Durchschlageffektes wird nachgewiesen und diskutiert. Versuchs- 
ergebnisse werden vorgelegt. 


I. Einleitung 


Bimetall besteht aus zwei miteinander verschweiBten Schichten verschiedener 
Metalle, die stark unterschiedliche Temperaturausdehnungskoeffizienten besitzen. 
Wird ein Plattchen aus Bimetall, das bei einer bestimmten Temperatur eben und 
spannungsfrei ist, gleichmaBig erwarmt oder abgekiihlt, so nimmt es zufolge der ver- 
schiedenen Warmeausdehnungen der beiden Schichten eine verwoélbte Gestalt an. 
Dabei entspricht jeder Temperatur eine ganz bestimmte ausgebogene Lage. Anders 
jedoch, wenn das Plattchen vorgewolbt ist oder vor der Temperaturbeanspruchung 
vorgespannt wird, etwa durch ein Gleichgewichtssystem von 
vier gleich groBen Hinzelkraften, die in den Viertelpunkten 5 
des Randkreises angreifen und senkrecht zur Ebene des | 
spannungsfreien Plattchens gerichtet sind. In diesem Fall 
kann es zu plotzlich auftretenden grofen Formanderungen Galan 
kommen. Man spricht dann vom Durchschlagen oder 5 
-Schnappen des Plattchens. ps 

Das kugelférmig gewolbte, nicht vorgespannte Bimetall- Abb. 1 
plattchen wurde von Panov? und Wittrick*® behandelt. 

In der vorliegenden Arbeit soll das nach Abb. 1 vorgespannte, im spannungsfreien 
Zustand ebene oder zylindrisch vorgewolbte Bimetallplattchen behandelt werden. Es 
werden im Thermostatenbau beide Arten von Plattchen verwendet, wobei die vor- 
gespannten gegentiber den nicht vorgespannten gewisse praktische Vorziige besitzen. 

Das Schnappen des Plattchens tritt bei zwei bestimmten Temperaturen, der oberen 

Schnapptemperatur 7’, und der unteren Schnapptemperatur 7, (7. > 7), ein, je 


* Auszug aus der von der Fakultit fiir Maschinenwesen und Elektrotechnik an der 
Technischen Hochschule Wien genehmigten Dissertation. Referenten: Prof. Dr. H. Parkus und 
Prof. Dr. G. Heinrich. 

1 K. Marguerre: Zur Theorie der gekrimmten Platte grofer Formanderungen. Proceedings 
of the 5th Int. Congr. of Appl. Mech., 1938. ; 

2 D. V. Panov: On the stability of a bimetallic membrane on heating. Prikl. Mat.i Mek. 11 
(1947); (in Russisch). 

3 W.H. Wittrick: Stability of a bimetallic disk. Quart. Mech. Appl. Math. 6 (1951). 
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nachdem das Plattchen erwirmt oder abgekiihlt wird. Der Mittelpunkt des Plattchens 
befindet sich vor und nach dem Durchschlagen auf verschiedenen Seiten der senkrecht 
zur Kraftrichtung stehenden Ebene A — A, von der die Kraftangriffspunkte den gleichen 
absoluten Abstand besitzen (Abb. 2). Das Plattchen schnappt also, bei festgehaltenen 
Kraftangriffspunkten, bei der Temperatur 7’, in der einen Richtung und bei der 
Temperatur 7’, in der entgegengesetzten Richtung. 

Unter dem Schnappintervall versteht man den Ausdruck A T=T,—T,, 
wihrend 7*=1/2 (7+ 7) als Haupttemperatur bezeichnet wird. 

Die beiden Materialschichten eines 
Bimetalls werden nach Abb. 3 als 
Schicht 1 und Schicht 2 bezeichnet. 

4 Das Material der Schicht 1 besitzt 
den Elastizitatsmodul #,, den Schub- 
modul G,, den linearen Temperatur- 
ausdehnungskoeffizienten (xr), und 


A Schchit 7 

Z, 7s Schicht 2 

E> “ 
TES 


23 


Abb. 2 Abb. 3 


die konstante Dicke ¢,, das Material der Schicht 2 die entsprechenden Werte £,, G3, («r)s 
und ¢,. Die Gesamtdicke des Bimetallplattchens ist ¢t, der AuBenradius R. Es wird 
vorausgesetzt, daB die Querdehnungszahl y beider Materialien gleich ist (y;=7,= 7), 
daB (ar), groBer als («r), ist und da alle Materialkonstanten unabhangig von der 
Temperatur sind. 

Die gemeinsame Flache der beiden Schichten wird Mittelflache genannt. 


II. Grundgleichungen 


Nach der Theorie der schwachgewélbten Schale stimmt die innere Geometrie der 
Schalenmittelflache naherungsweise mit der euklidischen Geometrie der Ebene iiberein. 
Die Punkte der Schalenmittelflache sollen im weiteren auf ein ebenes, krummliniges 
Koordinatensystem (61, 6%) bezogen werden. Die erste Grundform der Mittelflache 
und gleichzeitig der Bezugsebene lautet 


ds*=a,,d0° d6? (a, B=1, 2). 


Die Vorverwoélbung der Mittelflache wird durch den Abstand w,=w, (6!, 62) von der 
Bezugsebene beschrieben. Als Bezugsebene wird die mit dem Mittelpunkt des Platt- 
chens fest verbunden gedachte Ebene, die normal zu den Vorspannkraften steht, 
verwendet. Die kovarianten Verschiebungskoordinaten eines Punktes der Mittelflache 
der schwachgewélbten Schale bzw. des vorgewolbten Plattchens werden mit v,, vs; 
bezeichnet. 

Der Verzerrungstensor der Schalenmittelfliche lautet 


Yap=3 (Yale Ula wa wl — Wola Wels)» (1) 


wobei v, = w— Ww, gesetzt wurde. Der vertikale Strich bedeutet kovariante Ableitung 
nach 6%. Fiir den Verzerrungstensor in einem beliebigen Punkt der Schale erhalt man 
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e Yap = Yap +l Wag (2) 
mit 


up = —Vslap= —(w— w)lags (3) 


wenn ¢ die Koordinate normal zur Schalenmittelflache bedeutet. Die Orientierung 
von ¢ ist so festgelegt, daB den Punkten der Schicht 1 ein positiver, den Punkten der 
Schicht 2 ein negativer Wert von ¢ zukommt. 

Die Querschubverzerrungen und die senkrecht zur Mittelfliche wirkenden Normal- 
spannungen werden vernachlissigt. 

Unter der Voraussetzung der Giiltigkeit des Hookeschen Gesetzes lautet der 
Spannungstensor in einem beliebigen Punkt des Plattchens 


v 


l—~y 


AS eid ap) — 
pager Le ie 


oP = 2 Gas ab hy OP ae yp 
2 oe 
To GF [LH8 yn +O yn) — (4) or Tat? ] (4) 


mit 
Heb a — qt” abhi y (a6 qr — ae* ae), 


Es bedeuten a*? die kontravarianten Koordinaten des Maftensors und 7’ die Tem- 
peraturzunahme gegeniiber einem isothermen Ausgangszustand. Im folgenden wird 
angenommen, dai 7’ im Bereich des gesamten Plaittchens konstant ist und da8 fiir 
7’ =0 im nicht vorgespannten Zustand stets eine spannungsfreie Lage existiert. Der 
Schubmodul G und der lineare Temperaturausdehnungskoeffizient «r sind mit den 
Indizes 1 oder 2 behaftet zu denken, je nachdem der betrachtete Punkt der Schicht 1 
oder 2 angehort. 


Resultierende Schnittgr6Ben werden durch 


nob — ee dt 


c 
me? a= a G dl (5) 

ia 

gq” eS [2% dt 
t 
eingefiihrt. Nach Ausfiihrung der Integraticn tiber ¢ folgt 

ni? — H*0*) (BY, ,+ C wi) —P Tat? (6) 
m°*P—= H*8*. (D w.,+ C yx.) —Q T ar® (7) 


mit 


2 
Baza (Gh +Grt,) 


1 
1 P=2, = ; [G, (ur)iti + G2 (ar) te] 
CO ee Li (G, i Gs i) (8) 
1 —- 1 
; Q =] — [Gi (ar), ty? — Ge (ar)e fy?) 
De aust rae 


Aus Gleichung (1) erhalt man nach Elimination von v, die Kompatibilitatsbe- 
dingung : 
en ePh [Yo alia “Bah 3 (Whar Wp x a Wolar Wolpx)] = 0. (9) 


2 
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1 , : 
Die Koordinaten des ¢-Tensors lauten ¢11= ¢22=0, 61? = — e271 = Vet ace . Mit Hilfe 
der Gleichungen (6), die, nach y,g aufgelést, mit 
Hague = ay Ipe—¥ (ap Mo — Gap Bo) 
die folgende Gestalt annehmen 
= Lees es beaeeeehg) P 
VA acm Bao Habue ES as B Wap B(1+») Legs (6a) 
kann fiir (9) geschrieben werden: 
1 rT | | 
gum gb) B (1 — ») Toe we mn el Ae 2 (Whar Wax — Wolar weer) =0. (9a) 
Die Gleichgewichtsbedingungen am Schalenelement lauten 
noel, ==. (10) 
Q\,+ n°? wlag +p = 0 (11) 
m*6|,—qg® = 0. (12) 
Aus (11) und (12) folgt mit p=0 durch Elimination von q? 
mig +n wig =. (13) 
Setzt man den aus (6) und (7) folgenden Ausdruck 
C CO? O2P 
mo? — P+ (p $) bee ei + (S = Q) Tages (14) 
in Gleichung (13) ein, so erhalt man 
C2 
(D —-;) Hee aplert 28 wag =0. (15) 
Fiibrt man mit 
eae SED (16) 


die Airysche Spannungsfunktion @ ein, so sind die Gleichungen (10) identisch erfillt, 
und es verbleiben nur noch die beiden Gleichungen (15) und (9a) fiir die Funktionen w 
und @, die dann wie folgt lauten?: 


O02 
(p B) (w Wo) [2B + 20% cP w| Ol, = 0 (17) 
2 . 
Toy BO apt eo * (| ap Wun — Vol ap Wo|xa) = 9. (18) 


Die vier dynamischen Randbedingungen lauten 


gmt [ee 
hia OL o) 
le— Ge = mF] pu, + 2° wie uw. — o (m2 6, 9 Up ue) | 

n° = n°P ue. (20) 


Die langs der Berandung angreifenden resultierenden SchnittgréBen sind durch einen 


Querstrich gekennzeichnet. @ ist der Wert der Tangential- und H der Wert der Normal- 
komponente des Randmomentenvektors. u, bzw. u* sind die Koordinaten des Hin- 
heitsvektors in Richtung der Randnormalen. 


4 Th. v. Karman: Enzyklopidie d. math. Wissenschaften, Bd. 4, Heft 27, S. 350. 
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; Unter Verwendung dimensionsloser Koordinaten und dimensionsloser Ausdriicke 
fiir Durchbiegung, Bogenlange, Spannungsfunktion und Temperatur: 


Ww 
W=-5, Vo= =, st = = (21) 
=—5 (22) 
ae 
Bone 
CPB 
= eer (23) 


sowie der dimensionslosen Konstanten 


1—7? BR 


Ms 99s DE ROm (24) 


die Plattenkennziffer genannt wird, erhalt man fiir Differentialgleichungen und 
Randbedingungen in dimensionsloser Form 


WR Wale hee erh Wile ye iy =O (17a) 
Pcp thes * (Wag Wan — Wolap Wolna) =0 . (18a) 
G OC pa! 
eo eae = — H°8** (W — Wo)| ax Wa Up + 8 ue ug + BR 7 7 
(?— a) (?- 3) 
jo ott 
0s Hee.) — W,) edt W—W,)| | (19a) 
Cay lat o)|xap Ua Ae o)|nr fag Up Ue} + 
ee ees 
( abe ene 
lux 
ne (6) as* 
ie a1 Vila BR pay acu 
( - 3) ( B) | 
ae ie e8* Fy Up (20a) 
(Phe 


Fiihrt man schlieBlich dimensionslose ebene Polarkoordinaten (, =< = ; o) ein, so 
lauten die Gleichungen (17a) und (18a) 


1 eF 21 oF\2w 1 #F 1 oF\/1 #&Ww 1 ow 
—A4(W—W)+ (3 ag? ' 4 ie (; on Op a Ale an ap 7? oo) + 
eF(1 ew. 1 0ew 
| 
an? ie ay? | 9 we (ETD) 
ewil ew 1ew Lientae cel oe ae ew, 1 oP 
AAr+24|o5 (7 ag? Ty ml i an dp 1 ap) — an? \y? ag? © mq on} | 
é 2 
| @. Wy 1 2} ed (sb) 
Hn On op ny” Op 


Die zugehérigen Randbedingungen des kreisformigen Plattchens fiir den vorliegenden 
Belastungsfall (Abb. 1) erhalt man aus (19a) und (20a), wenn man die Vorspann- 
krafte S langs des Randes in eine Fourier-Reihe entwickelt und den dimensionslosen 
Ausdruck 
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4 S 
ake ENS TPE (25) 
B/R 
verwendet : 
a(w—W,) . fle@(w—W,) , 1 dea) 
apt” G age On ae | 
co 19b) 
a 1 ot te(ee Wee ot diee or ( 
—~2.4(W—w,) —A—n=x [5 an Box ap rie ee 
el Te 1 oF 0 
2 ag? on 
Up RAY i 0) (20b) 
lero eer 453 1 oF 0 
non Op 9 Op” 
wobei die Bedingungen (20b) durch die folgenden ersetzt werden kénnen’: 
oF 
a ae 20 
lor _ (20c) 
n OY 


Die beiden gekoppelten partiellen Differentialgleichungen (17b) und (18b) sind 
von vierter Ordnung, nichtlinear und homogen. Die Randbedingungen (19b) fiir W 
sind linear und inhomogen, die Randbedingungen (20c) fiir # linear und homogen. 


III. Aufstellung einer Naherungslésung 


Zur Aufstellung einer Naherungslésung fiir (17b) und (18b) wird das Verfahren ~ 
von Galerkin angewendet. Schreibt man zur Abkiirzung fiir (17b) und (18b) 


D, [W (7, ¢), F (y, ¢) |= 0 


(26) 
D,[F (n, 9), W (n, ~)1=9 
und macht die Naherungsansitze 
W=W*+W,=Wt Dd) dn Dyn (ts 9) (27) 
n=0,1,2 m=1,2,3 
P= SS ban Prin (th 9) (28) 


so kénnen nach dem Verfahren von Galerkin die folgenden Orthogonalititsbedin- 
gungen zur Berechnung der Konstanten a,,,, und bn,, aufgestellt werden: 


| | Di, F) ®n,47 dn dp = 0 (m=1,2,3...m™m, m=0,1,2...%) (29) 
n © 
[ [Ds FW) Pann dy dp=0. — (m=1,2,3...7%, m=0,1,2...m) (30) 
1 @ 


Hierbei haben W* die inhomogenen Randbedingungen (19b), W, dagegen gliedweise 
die zugehérigen homogenen Randbedingungen zu befriedigen. F hat gliedweise (20c) 


zu erfiillen. W und F erfiillen somit sémtliche fiir W und F geltenden Randbedin- 
gungen. 


° K. Girkmann: Flachentragwerke, 5 Aufl. Wien: Springer-Verlag. 1959. 
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Setzt man 
W* = Wy + O7?+ SY 92" (hy + hon 7?) cos 209, (31) 
n=1,3,5 
so liefern die inhomogenen Randbedingungen (19b): 


W* = Wotsqay tt 


ae ie 2(2n+ 1) + (1— ») (2n?—n —1) 
n € 
TA & tet nGnt yt ( (1—»)n(2n—1) — 1) cos 2 n g. (31a) 


x 
W 
& 


Fir @,,, und ¥,,,, werden die folgenden Ansitze gemacht: 


eR (fics i face 4? + 74) cos 2 n@P (32) 
itn —— “ee (1 =“ Onin "i? + 9m,n 7*) cos 2" 7) (33) 
bzw 
W=We+ D> mn?” (fin + les 7 + 7*) cos 2np (27a) 
n=0,1,2 m=1,2,3 
PS D>) Omnn?™ (1+ Ymjn 7 + Gmnn*) Cos 20 Gp. (28a) 


n=0)1,2 m=1,2.3 


Gleichungen (27a) und (28a) stellen fiir W und F ein vollstandiges Funktionensystem 
dar, wenn die Doppelsummen bis ins Unendliche erstreckt werden. 


Die Randbedingungen fiir @,,,, und Yp,, lauten 


BP Dm, n LO OOD na 
aye (a ag?! yon }=0 (34) 
a et Ona ol deh ok 
Faye sm eee) a ale anap yay }= 
OF n,n 
an ==) 
(35) 
Teen 0 
Hina he OL, 
Aus (34) folgt mit (32) fiir fp, und fi» 
(es 
~ — (2m+ 4) (2m+ 3) — 9» (2m+ 4— 4n?) (2m + 2) (2m + 1) +» (2m+ 2 — 4n?*) 
e Me aks [(2m + 4)? — 4n2] — (l—v) (2m+3)4n? —2m[(2m+2)?—4n7] + (1—v) (2m+1) 40? 
a 2m (2m — 1) + vy (Qm— 4 n®) (2m + 2) 2m+1) +v(2m-+ 2— 4n?) 
— (2m — 2) (4m? — 4n?) + (1 — v) (2m — 1) 4n? — 2m [(2m + 2)? — 4n?] + (1 — ») (2m+1) 40 
fn = (36) 
2m (2m —1) + (2m — 4n?) — (2m-+ 4) (2m+ 3) —v(2m-+ 4 — 4n?) 
ve 2m — 2) Leech ey Cnet ie (2m + 2) [(2m + 4)? — 4n2] — (1— v) (2m+3) 4n? 
2m (2m — 1) +9 (2m — 4n?) (2m + 2)(2m+1)+7(2m+ 2 — 4n?*) 
[OG Babe ane cate te —2m[(2m + 2)? — 4n2] + (1 —») (2m+1) 4? 
Aus (35) folgt mit (33) fiir gn, und Ym,n 
2m + (2m + 2) Ymn+ (2 m+ 4) Jmn=9 (37) 


S24 (1 = Onn m, Gi: 
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Fiir n+ 0 erhalt man hieraus die von m und n unabhangigen Ausdriicke 


Inn = — 2 
i (37a) 
Jm,n = ie 
Fiir n=0 ist die zweite Gleichung (37) identisch erfiillt. 
Setzt man Gan), 
* (37b) 
so erhalt man er ied gs 


Aus (27a) folgt fiir m=1 und n=1 mit der Querdehnungszahl » = 0,3 
W =W,+0,384615 & 72+ K (0,216450 7? — 0,025... 7) cos 29 + 
+ dy, (10,6154 2 — 4,5 4 +18) + a,,, (16,0649 7? — 4,42... 14+7) cos 2. (27b) 
Im weiteren soll nur eine zylindrische Vorverwélbung von der Form 


W,=h 7? (cos 2 yp — 1) (38) 


betrachtet werden mit h = - (Abb. 4). Der Winkel y wird 


vom Punkt 1 an im negativen Uhrzeigersinn positiv ge- 
zahlt. 

Da in der praktischen Ausfiihrung der Vorspannweg 
und nicht die Vorspannkraft konstant gehalten wird, er- 
scheint es zweckmabig, in der Berechnung die Vorspann- 
kraft durch den Vorspannweg zu ersetzen. Wegen 


Abb. 4 pee =3|(7 —Weln=s —(W —Won- | (39) 
~=0 p= 2/2 


erhalt man somit aus (27b) unter Beachtung von (38) fiir W den Ansatz 
W= hn? +6 9? + Ay, (01 4? + X44 + 78) + 
+ [h 7? +e (&, 7? + €29*) + 1,1 (Bi 4? + Be * + 78) ] cos 2p (27¢) 


mit 


6 = 0,384615 8 


a,=10,6154 £,=1,132075  f,=1,75472 
(40) 
p= — 4,5 £,—= —0,132075 f,= — 2,75472. 


Fir F wird nach Gleichung (28a) unter Beachtung von (37a) und (37b) der folgende 
Ansatz gewahlt: 


F = by,9 (n? —§ 9") + Bo, 0 ( 4 3 7) + bso (n® — F 7®) + ba, o (48 —S 7) + 
+ by,1 (4? — 2 n4 +78) cos 2 y + be. (nt — 2 4° + 78) cos 4 gp. (28b) 


Als nachstes werden die Ansatze (27c) und (28b) in die Gleichungen (29) und (30) 
eingesetzt und samtliche Integrationen ausgefiihrt. Die aus (29) folgenden beiden 
Gleichungen lauten: 


— 168,369 a,,5+ 
+ 4,67692 h by,)-+4,27692 h bs, ) + 3,62637 h bso +3,09011 h ba, > — 
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— 1,79882 9 b,,)— 1,64497 & by >— 1,39476 8 bs, > — 1,18850 8 by,» — 
34,0276 a, 9 63,5 — 28,2781 @, 5 55, > — 22,4502 dy. bao — 18,2489 a1.0 bso + 
+ 0,400000 h by,, + 0,268652 ¢ b,,, — 1,49453 a,,, b,,,=0 # (41) 


— 18,4755 a,,, + 

+ 0,384906 h by, 9+ 0,100629 h by, 9 — 0,0571429 h bs, — 0,133693 h by, + 

+ 0,369455 ¢ by, + 0,0514062 c by, »—0,115847 © bs, —0,192409 c by.) — 

— 0,214793 ay,1 by, 9 — 0,543987 ay; bs, >— 0,599424 ay, , bs, — 0,566487 a1, bs, 9+ 

+ 0,568553 h b,,, — 0,218674 8 b, , — 2,98905 ay, b,,,— 

— 0,0380951 h by, — 0,0090575 c by, + 0,304053 a,,, by. =0. (42) 


Die aus (30) folgenden Gleichungen lauten, wenn man sie nach b, 4, b,9, ... auflost: 
b,,o =k (0,0369 82 — 0,192 h & — 0,531 hc — 0,284 c2 — 4,03 h ayo + 
+. 1,55 0 @y;,4, 16,9202... — 0,353 h a4, — 0,377 ¢ a,,, — 0;129-7,4) 


Tree +.0,013 h ¢-+0,0170 c?-+ 0,615 h a,,5— 

— 0,237 9 a;, > — 5,412 a, 5+ 0,268 h a, , + 0,309 ¢ a,,, + 0,3013 0%, ) 
hice | — 0,083 h ay,,-+ 

+ 0,0321 8 ay,)+ 1,449 a?,, 9 — 0,0553 h a,,, —0,0744.¢ a,,,— 0,1742 a,,,) | 49) 
Do kek ORAS Tee + 0,0353 a2,,,) 


b,,, =k (—0,01651 h c + 0,006350 ¢ & — 0,2500 h a,,) — 0,1679 ¢ ay, 9 — 
— 0,1777 h ay, + 0,06834 0 a,,, + 0,9341 a4, 9 43,3) 
b> =k (—0,0006541 c? + 0,01667 h ay, , + 0,003963 c a4,, — 0,06651 a?,,,). 


Setzt man die Gleichungen (43) in (41) und (42) ein und transformiert den Tem- 


peraturwert ?: 
O=9* + 2.6 h, (44) 


so erhalt man schlieBlich fiir a,,, und a,,, zwei gekoppelte Gleichungen dritten Grades, 
die die Grundlage fiir die folgende numerische Auswertung bilden. 


as, 910,155 0* a2,,) + | 9.00500 a?s,, — (0,0145 h + 0,0139 c) a,,4-- 
— 0,0187 h2 — 0,0390 h c — 0,0202 c? + 0,3727 = + 0,00819 (8*)2| a1,9-+ 
+ [0,000365 a2,,, — (0,000679 h + 0,000625 c) a,,, — 0,000994 12— 
— 0,00207 h c — 0,001073 c2 + 0,000147 (3*)2] 0* = 0. (41a) 


a, + (0,565 h + 0,826 c) a%,,, + |58,94 a, + 0,754 h? + 
41,576 hc + 0,878 o? + 256,6 > + 8,77 0* a, 9+ 0,3176 (9*)| ge 
— (92,46 h + 88,10 c) a%,9-+ 1,33 h? + 4,09 h2 c-+4,19 ho? + 1,44 c3— 
— (8,69 b+ 7,99 ¢) 9* ay,)— (0,197 h + 0,170 ¢) (8*)?=0. (42a) 
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In den Gleichungen (41a) und (42a) treten die drei Parameter c, h und k auf. Es 
gelingt, die Zahl der Parameter um eins zu verringern, wenn man die beiden Gleichungen 


durch c? — vorausgesetzt c +0 — oder durch h? — vorausgesetzt h +0 — dividiert. 


a,0 1,1 d O* 


1,0 1,1 o* 
MEG bzw. 2 


Cia ae 
Die beiden verbleibenden Parameter lauten kc? und hic baw. kh? und c/h. 


An Stelle von a,,5, @,, und #* treten dann 


IV. Numerische Auswertung der Niherungslésung. 
Versuchsergebnisse 


Die nun folgende numerische Auswertung ist in erster Linie auf den Nachweis 
des Schnappeffektes und auf die damit in Zusammenhang stehenden Probleme aus- 
gerichtet. Die Spannungen und die Verzerrungsenergie werden nur in zweiter Linie 
im letzten Abschnitt behandelt. 

Der jeweilige Verschiebungszustand eines Plattchens soll durch den (auf den 
Radius bezogenen) Abstand W,, des Plattchenmittelpunktes von der zur Kraftrichtung 
senkrecht stehenden Ebene 4 — A (vgl. Abb. 2), von der die vier Kraftangriffspunkte 
gleichen absoluten Abstand besitzen, charakterisiert werden. Die GréBe W,, wird 
mittlere Durchbiegung genannt. Sie stellt, da dem Mittelpunkt nach getroffener 
Festlegung die Durchbiegung Null zukommt, die mittlere (auf den Radius bezogene) 
Randdurchbiegung dar. 

Aus Gleichung (27c) ergibt sich 


W i= =h+ OF ay, 9 (oq oe L) 


oder 


Wn = 0,3846 0* + 7,115 ay, o. (45) - 


Es sei in diesem Zusammenhang auf die folgenden Festlegungen hingewiesen: 


Die Schicht 1 mit dem kleineren Temperaturausdehnungskoeffizienten (xr), befindet — : 


sich ,,oben‘‘, wenn die ¢-Achse nach oben weist. Die Durchbiegung wird nach oben 
positiv gezahlt. Der Mittelpunkt des Plattchens liegt fiir einen positiven Wert von W,, 
unterhalb der Ebene A— A. Die Vorspannkraft wirkt in den beiden Punkten (7 = 1, 
g=0) und (j=1, y=z) nach oben und die Erzeugenden der zylindrischen Vorver- 
wolbung (38) sind parallel zur Verbindungsgeraden dieser beiden Punkte gerichtet. 

Wie man sich leicht an Hand der Gleichungen (41a) und (42a) iiberzeugt, ist W,, 
eine schiefsymmetrische Funktion von 0*: 


Wn (O*) = —Wn (—9*), (46) 


was ganz allgemein fiir jeden Wert von c, h und k gilt. 

Der in der Einleitung definierten Haupttemperatur 7'* entspricht der Temperatur- 
wert ) = 2,6 h. Mit (23) folgt daraus, daB die Haupttemperatur der Vorverwélbung (h) 
proportional und unabhingig von der Vorspannung (c) ist. 

Bevor naher auf die Auswertung von (41a) und (42a) eingegangen wird, sollen noch 
die beiden dimensionslosen Groen k und } etwas genauer untersucht werden. Mit 
Hilfe von (24), (23) und (8) kann fiir k und # geschrieben werden: 


4 (Eaey vy)? (LE ah f\2 
b= 8(l >) een ea eee al ee) 
4yy(l+y)? es 
ia hs, (1+ v) 1+ 2ytt+t2yy(2+3y+2y) t Mar), — (ar); ] a (23a) 


mit 
G t 
r= ae und p= -. (47) 


t 
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In den Abb. 5 und 6 ist der Einflu8 von y und y auf & und # dargestellt. Man sieht, 
daB & mit y und y nur schwach verinderlich ist. Fiir den Regelfall gleicher Schicht- 
dicken (y= 1) ist die Abhangigkeit iiberhaupt vernachlassigbar. # ist fiir y= 1 gleich- 
falls nur schwach verdnderlich, was dagegen nicht mehr fiir y=1/2 oder y = 2 zutrifft. 


of 
1, 18(142) ¢ flay), (a,)J7 


Uae 


ERE Veen 
a 6(1-vy(E)? 


N 


ih 
LAG g 
a 
es 
o9 09 
Tie: 
08} ——___1—_om4 —__1_1___» ake oe ee eee tise a i a ee eee 
DO UG) GE ean os 48. 98. 09-90 47 72 13 # 
Abb. 5 Abb. 6 


SchlieBt man fiirs erste den Fall c = 0 aus, so kann man sich der durch c? dividierten 
Gleichungen (41a) und (42a) bedienen, die wie folgt lauten: 

Ay, 0\% .O* | ay,o 

oe, peli hae i 


2 
4+. |0,00500 (*2)" = (0,0145 . Ha 0,0139) “4 


¢ Cc hi 
h\2 h l 8*\2) a, 
— 0,0187(=}’ — 0,0390 % —0,0202 + 0,3727 5 +0,00819 (7)"] “> 
2 
+ [0,000365 (“)’ — (0,000679 * + 0,000625) “= 0,000994(*)* — 


h P*\ 219% 
— 0,00207 ~ — 0,001073 + 0,000147 ("") |= = (41b) 


(=) se (0,565 Pe 0,826) Gal 4 |58,04(“t)’ + 0,754 (=) Be 


* 
O* Ayo 


h ie 1 
oe 1,576 — + 0,878 + 256,673 + 8,77 - 


* 
0,3176(— | |“ — 
6) Cc 


2 
— (92,467 + 88,10) (“-] 1,33 (=) ! 4,09(7) +4195 +1,44— 


C 


* 
o 1,0 


3.69” 7,99 0,197" 0,170 Bee 42b 
—(s, ace \= “ue — (0, PEs \-) =o. ( ) 


Bei konstantgehaltenen Werten von kc? und h/c liefern die Gleichungen (41b) und 


5 . . o* . m 
(42 b) =e und Su in Abhangigkeit von ~ , womit aus (45) _ berechnet werden kann. 


* 
In Abb. 7 ist der Verlauf von Ve als Funktion von S fiir ein bestimmtes Werte- 
paar von kc? und h/c dargestellt. Die Kurve hat S-formige Gestalt. Es existieren 
o* Doe 
c 


* 
~ _(Schnappbereich) fir jeden Wert von — drei zugehorige Werte von 


Os* 
¢ 


fiir 


die Zuordnung eindeutig ist. Von den drei im Schnapp- 


Sra wahrend fiir =| = 
m 


F sind nur zwei stabil. In den Punkten 4 


bereich auftretenden Gleichgewichtslagen 
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und 6 ist der Gleichgewichtszustand indifferent, wihrend dem in Abb. 7 strichliert 
eingezeichneten Kurvenast 4—5—6 instabile Gleichgewichtslagen entsprechen. 


* 
Wird die Kurve von Punkt 1 aus im Sinne fallender Werte von —- durchlaufen, 
oe * 


go wird bei @— = — : der Punkt 4 erreicht, fiir den bei weiterer Temperaturabsenkung 
Cc 


keine benachbarte stabile Gleichge- 
wichtslage mehr existiert. Das Platt- 
chen schnappt in die endlich entfernte 
stabile Gleichgewichtslage 8 durch 
und gelangt dann in die dem Punkt 9 
entsprechende Lage. Wird nun die 
Temperatur fortlaufend erhoht, so 
wird der Punkt 6 erreicht, von wo 
aus das Plattchen in die endlich ent- 
fernte stabile Gleichgewichtslage 2 
durchschnappt und im _ weiteren 
Verlauf in die dem Punkt 1 ent- 
sprechende Lage gelangt. 

Der Parameter kc?, das Produkt 
aus der Plattenkennziffer und dem 
Quadrat des bezogenen Vorspann- 
weges, wird Vorspannkennziffer 
genannt. Die Vorspannkennziffer ist 
ein Mafs fiir den Grad der Nicht- 
linearitat des Problems. Die grund- 
legende Bedeutung dieses Parameters 
wird im Laufe der Rechnung noch 
ersichtlich werden. 

In Abb. 8 sind drei Kurven fiir 
verschiedene Wertepaare von kc? und 
h/c dargestellt. Kurve 1, die der 
Fee: Abb. 7 entspricht, weist im Punkt 
(0,0) eine negative Tangente auf, und 
es existiert ein Bereich, fiir den jedem 


or ; Wm 
Wert von >a drei Werte von ae 


zugeordnet sind. Kurve 3 besitzt im 
Punkt (0,0) eine positive Tangente, 
Wm 


: OF 
und die Zuordnung von ~~ und —— 


ist stets eindeutig. Ein Schnappen ist 

daher in diesem Fall nicht méglich. 

Kurve 2 weist im Punkt (0,0) eine 

vertikale Tangente auf und stellt 

Abb. 9 offensichtlich die Grenzlage fiir das 

Auftreten des Schnappeffektes dar. 

Man bezeichnet die Kurve 2 im Hinblick auf die Art der auftretenden Verschiebungen 
als den Fall des ,,schleichenden Durchganges“. 


In Abb. 9 ist bei konstanten Werten von und h/c der Verlauf von ue tiber kc? 


* * 
aufgetragen. Fir die Kurve 1 gilt - = 0, fiir die Kurve 2 = > 0. Abb. 8 entspricht 
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dem bei konstantgehaltenem Vorspannweg erwirmten Plattchen, Abb. 9 dagegen dem 
bei konstantgehaltener Temperatur vorgespannten Plattchen. Die instabilen Kurven- 
aste sind strichliert eingezeichnet. 

Ks sei besonders darauf hingewiesen, da Abb. 9 nicht nur fiir Bimetallplattchen, 
sondern auch fiir Einstoffplattchen gilt. Fur k und #* ist dann wegen H,= F,, t,=t, 


und («r);=(ar). lediglich k = 6 (1 —y?) (7) bzw. 0* = —2,6h zu setzen, was fiir jede 


Temperatur 7' gilt. Es folgt somit das interessante Ergebnis, da® bei Platten, die nur 
querbelastet sind, ein Stabilitatsproblem vorliegen kann®. So ist etwa bei der nach 


Abb. 1 beanspruchten Kreisplatte die Lage tee = 0 nur fiir hinreichend kleine Krafte 


stabil. In diesem Zusammenhang ware noch der Einflu8 der Plattenberandung und der 
Belastung auf die Stabilitatsgrenze zu untersuchen. Es sei noch erwihnt, daB Mar- 
guerre’ fiir den am FuS8punkt elastisch eingespannten starren Stab unter Quer- 
und Langslast Kurven erhalten hat, die jenen der Abb. 9 sehr ahnlich sind. 

Als nachstes soll untersucht werden, wann bzw. unter welchen Bedingungen der 
Schnappeffekt auftritt. Zu diesem Zweck wird der Fall des schleichenden Durchganges 


ate O* . m . 
betrachtet: Fir —- =0 gilt (=), > 3 = 0 oder mit (45) (“22), » 3 = 0. Aus (41 b) und (42b) 
a4 ox a. ’ a 2s 
folgt fiir =0: (2) =0 und 


Cc 


2 
(=), = —0,00500 (=) a (0,0145 a ait 0,0139) Sut 


c 
h\2 h ] 
+ 0,0187 (*) + 0,0390 i + 0,0202 — 0,3727 hex 0. (48) 


Qy,1 
c 


* 
Verwendet man die aus (42b) folgende Naherung fiir , die fiir = = 0 und “vs = () 


lautet: 


3 2 
1,33 (<) 4.09 (7) Wy ae 
CG C Cc 


h 
c 


My, + 
c 


> 


0,754 be 


2 
a 1,576 + 0,878 + 256,6 — 


so erhalt man aus (48) fiir kc? die Gleichung 

Tp c2\8 k c2\2 2 

(Fs) t Qs (a5) + Qi i + Qo =9, (49) 
wobei Q,, Q, und Q, Funktionen von A/c sind. 

Das Ergebnis von Gleichung (49) ist in Abb. 10 in Kurvenform wiedergegeben, 
wobei k als Parameter verwendet wurde. Die k-Kurven, die nur fiir positive Werte 
von h und ¢ gezeichnet wurden, sind naherungsweise Geraden. Im Falle des schlei- 
chenden Durchganges ist’ durch die Wahl von zwei der drei Parameter k, h und c 
jeweils der dritte eindeutig bestimmt. Je gréBer die Vorverwélbung, desto kleiner ist 
fiir einen konstanten Wert von k der erforderliche Vorspannweg. 

Die Frage nach dem Auftreten des Schnappeffektes lat sich an Hand von Abb. 10 
sogleich beantworten: Liegt fiir einen bestimmten Wert & der dem Wertepaar h, ¢ 
entsprechende Punkt auf der betreffenden k-Kurve, so ist schleichender Durchgang 
vorhanden. Liegt der Punkt oberhalb der k-Kurve, so tritt der Schnappeffekt auf, 
liegt der Punkt unterhalb der k-Kurve, so tritt der Schnappeffekt nicht auf. 


Der erforderliche Zeitaufwand zur Lésung der Gleichungen (41b) und (42b) hangt 
in hohem Ma8e von der Giite der geschatzten ersten Naherung ab. Man erhalt sofort 


6 A. NAdai: Die elastischen Platten. Berlin: Springer-Verlag, 1925, 8. 285. 
7 K. Marguerre: Neuere Festigkeitsprobleme des Ingenieurs. Berlin, Gottingen, Heidelberg: 
Springer-Verlag, 1950, S. 191. 
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eine gute Naherung, wenn man den Kurvenverlauf durch eine Parabel dritter Ordnung 
ee ) —d,* | annihert, wobei man d, und d, aus der 


, or Ww 
2 eer) 
Cc 64 


von der Form A‘ == 04 ( 


Forderung bestimmt, da die Parabel den Punkt | mob 0) und die Tangente 


Hes —0) mit der Kurve gemeinsam haben soll. Diese beiden Werte 


: o* 
im Punkt ( 7 = 0, 
sind verhaltnismafig leicht zu bestimmen. 


0 Q07 O04 G03 go4 205 006 QO? 
Abb. 10 
ante Wm o* Wm : 
Die in den Abb. 11, 12 und 13 dargestellten —~-——- bzw. ——- kc?-Schaubilder 


sollen einen Uberblick iiber den Einflu8 von kc? und h/c auf die mittlere Durchbiegung 
geben. Abb. 14 zeigt den Zusammenhang der (dimensionslosen, bezogenen) Schnapp- 
* 
temperatur — und der Vorspannkennziffer kc* fiir vier verschiedene Werte von h/c. 
Man sieht, daB der fiir eine bestimmte Schnapptemperatur erforderliche Wert der 
Vorspannkennziffer kc? mit abnehmender Vorverwélbung stark anwachst. 
Zur Wahl der Ansatze (27c) und (28h) fiir W bzw. F kann folgendes gesagt werden: 


Die Erweiterung des Ansatzes fiir / um das b,,)-Glied hatte eine merkliche Anderung 


des Ergebnisses (z. B. der ee hurve) zur Folge, wahrend der EinfluB des b, - 


Gliedes bereits sehr klein war. Da der Einflu8 des von g abhingigen Lésungsanteiles von 
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F verhaltnismaBig gering ist, diirfte der gewahlte Ansatz fiir F ausreichend sein. Eine 


175 


Erweiterung des Ansatzes fiir W hatte eine geringe Anderung des Ergebnisses erwarten 
lassen. Es wurde jedoch davon Abstand genommen, da die numerische Auswertung 


Abb. 11 


SIS 


unverhaltnismaBig schwieriger geworden wire. Die Hinzunahme eines weiteren Ansatz- 
gliedes fiir W hatte an Stelle der beiden Gleichungen (41a) und (42a) drei gekoppelte 


Gleichungen dritten Grades geliefert. 


AN 
| ola [ls 
afd sinh] & |]? 
4 
S \\ ae 
>y ds Xs 
ae 4 a 
& WSs 
S 

\ 
Sa 
Ny 
~ 
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NY 
W 
Sy 


f af SS ieee Jae an ad of" 
-5 -4 “3 ¥Y -7 ag 3 4 g g 
_ =A 
= “2 
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Abb. 12 


Die nachfolgend gezeigten Versuchsergebnisse weisen von den Ergebnissen der 
theoretischen Untersuchung eine einseitige Abweichung von etwa 5%, auf. Da die vor- 
liegende Arbeit vor allem die grundsatzlichen Zusammenhange aufzeigen will, diirfte 
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die erzielte Genauigkeit ausreichend sein, zumal die zulassigen Toleranzen der Material- 


festwerte bereits in der GroBenordnung der Abweichungen liegen. 
Fiir den Sonderfall verschwindender Vorverwélbung (h=0) erhalt man fiir den 


ke? 


Abb. 13 


Abb. 14 


schleichenden Durchgang (k c?);,i, = 20, d.h. der Schnappeffekt tritt bei kc? > 20 auf. 


Bei diinnen Plattchen (groBer Wert von k) ist somit der erforderliche Vorspannweg 
kleiner als bei dickeren Plattchen. 
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. Win O* a Z 
Abb. 15 zeigt das- © @ 7SCchaubild mit kc? als Parameter und Abb. 16 das 
Wm 


* 
, -kc?-Schaubild mit als Parameter. 


ko 7280 
ko =20 
= * 
eee ees aol Rae ee] ayes obj ee ms 
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-O5 
ee 
Abb. 15 


Zur Uberpriifung der auf theoretischem Wege gewonnenen Resultate wurden an 
einer Anzahl von Bimetallplattchen Messungen bei verschiedenen Temperaturen und 
Vorspannungen durchgefiihrt. Es standen hierzu drei Bimetallsorten mit der Firmen- 


bi, 


s 


Abb. 16 


bezeichnung* Bimetall 2042, 2036 und 7436 und den folgenden Materialfestwerten 
zur -Verfiigung: 


Sorte | Bezeichnung | E,=€£, [kp/mm?*] | (a7)2— (ar), [1/°C] 
I 2042 16500 | 149 - 10-7 
II 2036 14500 208 - 10-7 

II |. 7436 15.000 | 293 » 10-7 


* Das Bimetall wurde von der Vacuumschmelze A. G., Hanau am Main, zur Verfiigung gestellt. 
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Von jeder Sorte wurden Plattchen gleicher Schichtdicke (¢,=t,) vom konstanten 
Radius R—=14 mm in den drei Starken 0,2 mm, 0,3 mm und 0,4 mm verwendet. Fiir 
die Plattenkennziffer k in Abhangigkeit von der Dicke ¢ erhalt man: 


t{mm] | 0,2 0,3 0,4 


k | 26750 11890 6690 — 


Die Messungen an den im spannungsfreien Zustand ebenen Plattchen wurden bei 
drei Vorspannwegen vorgenommen. 


Die MeBergebnisse sind in den W,--——-—-Schaubildern, Abb. 17, 18 und 19, 
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Abb. 17 


Als Ursachen der Abweichung der theoretischen von den versuchsmabig erhaltenen 
Ergebnissen, die im allgemeinen unter 5% liegt, kommen neben der mangelnden 
Genauigkeit des Lésungsansatzes noch die folgenden Umstande in Betracht: Etwaige 
Eigenspannungen, geringe Abweichung von der ebenen Form des Plattchens, zulassige 
Toleranzen der Materialfestwerte, Abweichung von der Isotropie des Materials (Her- 
stellung durch Walzen); die Vorspannkrafte greifen nicht genau am Rand, sondern 
0,4 mm innerhalb des Randes an; in der Umgebung der Kraftangriffspunkte kénnen 
drtliche plastische Verformungen auftreten; bei den 0,4-mm-Plittchen iiberschreiten 
die Spannungen stellenweise bereits die Proportionalitatsgrenze des Materials. 
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SchlieBlich sei noch der Sonderfall verschwindender Vorspannung (¢ = 0) behandelt. 
Unter der Voraussetzung h +0 lauten die durch h?® dividierten Gleichungen (41a) 


und (42a) fir c=—0: 
a1, 9\% O* ( ay,0\? 
| x0) + 0,155 >| : + 


Q4,1\2 ay, F 1 oe 2) ayo 
+ | 0,00500 (“:) — 0,0145 ia — 0,0187 + 0,3727 775 ap 0,00819 ( is | h sii 


t 


+ [0 000365 (“+)' 0,000679 “22 —0 000994 40,000147(%-) | F- =o (410) 
; fe) tO CU0C TS = erie s ao leas 


> 
NS 


Abb. 21 


dy,1 \3 4,1 \" 

(21) + 0,565() + 
4,0 \” 4 ¢ oe a ayo Sateen Care 

=p | 58,94( h ] + 0,754 + 256,6 759 + 8,77 Fie aah +- 0,3176 (5 |“ = 


: A, 0 \? OF EO, O* \2 
— 92,46 | a + 1,838,609 — 0,197(5-} Sis (420) 


wobei kh? als. Parameter auftritt. 


Beitrag zum Durchschlagsproblem kreisférmiger Bimetallplittchen 181 


Das vorgewélbte Plattchen ist in diesem Falle fiir #=0 nicht vorgespannt. Es 
werden jedoch wihrend der Temperaturbeanspruchung Randkrafte entstehen, da die 
relative Lage der vier Randpunkte (y= 0, 2/2, x und 3 2/2) ungeandert bleibt. 


: ; 5 ? eatin 
Ks ist beachtenswert, daB die Gleichungen (41 ¢) und (42¢) nicht nur fiir z=T 2,6, 
Qi00 2) Gaya 


h ; —9 — dieser Zustand entspricht der spannungsfreien Ausgangslage 


(# = 0) —, sondern auch fiir ax HD. G: “n0 = “ut — 0 erfiillt sind. In beiden Fallen 


herrscht Spannungsfreiheit, wie man sich leicht an 
Hand von (43) bzw. (43a) iiberzeugen kann. Es the 
existiert also neben der Ausgangslage noch eine “™ 
zweite spannungsfreie Lage, die ,,gestiirzte‘ Lage. 
Die Durchbiegungsfliche der gestiirzten Lage ist 
gleichfalls zylindrisch, nur ist die Zylinderachse 
gegentiber jener der Ausgangslage um 90° verdreht. “7 

Fiir den schleichenden Durchgang erhalt man 
(Kh?) rit = 21,8. Die Abb. 20 und 21 stellen das ™ 


a 7. ee -Schaubild bzw. das = -kh?-Schaubild dar. 44 


Als Folge der zwei vorhandenen spannungsfreien 
Lagen gehen in Abb. 20 alle Kurven durch die Punkte 


Wm O* m Ks * 
(= a7 7; = 2,6) und (= =-1,5 = 2,6) <a Lt 
IG 7 Zz h 
und entarten in Abb. 21 die Kurven fiir >- = 2,6 und ee 
(Liao ; : : 
> = — 2,6 (nicht eingezeichnet) zu Geraden. 


9 * 
In Abb. 22 ist die (dimensionslose, bezogene) Schnapptemperatur ae als Funktion 
von kh? aufgetragen. 


V. Spannungen. Verzerrungsenergie 


Unter Beachtung von 


rai N- m= M, | 
] 1 1 1 
NT 21 te 
ne = n= roe Nor me=m =~ Mig = Me, 
1 1 
py fal lies anes 
(a Po) Ns m 2 Me | 
(50) 
P= 7 on=% 
Vye=Yaua=t yre =P Ver Wy2 = Wa = 7 Arp =P Kor 
ms a ae) 
Yo2= 1? Vo Lay are) 


V,=U -Vg=TV 


folgt aus (6), (7) und (12) fiir die resultierenden Schnittgr6Ben in Polarkoordinaten 
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N,=B (y,+7 Ye) +O (+9 %y) —PT 


No=B Get rt) HO Gee) =e (51) 
DN pe) eB) Gog +O (l—Y7) Ho 


M, =D (+ xq) +€ (¥ +? Yq) —OT | 
My=D (tet %) +0 (Ye tr py) —QOT (52) 
IM aaa lees 8!) eas + C0 (1l— 7) ¥,6 | 
OA <0 
Q,=(D—) He +1) 
(53) 
OBEN Me G 
Qo = (D =) es Op (x, +%p) 
Hierbei lauten die Deformationsgro&en: 
= ow 1 /ow\2 1 / dwy\2 
y= 45 (B) —3(S) 
= u 1 ov 1/1 dw\2 1/1 duy\2 
Ve =, ae tas a =3(5 $e) : (54) 
= 1/1 ou ov v ow 1 dw dW, 1 ow 
Fre= 35 ae aes ee r op ae oe =) | 
6? (W — Wo) 
a ar? | 
1 a (w— 1 d(w— 
ne .. ie _ +e “F =) | ee 
1 0? (w — Wo) 1 0 (w— Wy) 
hr (- or oy ifs oy ) J 


Als nachstes werden fiir die SchnittgréBen die folgenden dimensionslosen Ausdriicke 
eingefiihrt : 


YN, 
=F —) BR 
No = ae 

eo-F1_—v) Bko 

Nre 

"eT —v) Bro 


—— M, 
=i eek 
Me 
(56) Mo=T1—v) BRE | 
Mrep 


MoT) BRE | 


0, 

Y=TI—) Bho | 
Qe 

WoT —) Bon’ | 


(57) 


(58) 


Unter Verwendung der Airyschen Spannungsfunktion kann fiir n,, n, und New 


geschrieben werden: 
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Shee ea 
Con a. ay an 


Lor | 
puede =a Marae. ed an 
ep n Onep 9° ay 
Mit (14) erhalt man fiir m,, m, und Mis 
Canes 1 eS 
MSE RB Vk Le Vko On? ach n? og? 15 7 ane ie 
a WW 3 W—W, yn W— Wo i oe 
i Cc Cc c 
le FEB Vine =, \k c? ite Og | n on ase an? ¢ 
a W—W, 5, WW 
ox CM c C 
ied ae BV kn, —— ke? (1 —») n an OY ni" ay 
Schreibt man noch fiir q, und q, 
ae Ww—W 
CS kc? “on A C 2 
(61) 


so sind simtliche dimensionslosen SchnittgréBen durch W und F ausgedriickt. . 
Zur Berechnung der Schnittgré8en werden zuerst aus (41b) und (42b) die Koeffi- 


zienten ou8 und aud fiir die gewahlten Werte von kc?, h/c und #*/c bestimmt. Die 


Koeffizienten 6,,9, bs,9, 53,9; 54,9, 01,1 und b2,. sind dann aus den Gleichungen (43), die 
man besser wie folgt anschreibt, zu ermitteln: 


bo = he? | 0,0369(— 426 ~)(= -2,6) — 0,531 ~— 0,284 4 ico 
+ 16,92 (“22)" — 0,353" — 0,377%1 — 0,120(%2)] 
by = ko| + 0,013 pe “uo (43a) 
+ 5,412 (2) +.0,263 “1 40,309 +0,3013 (“2 oy] 
oe | 


Nach der Berechnung von W und F mittels der Gleichungen (27¢) und (28b) erhalt 
man dann die SchnittgrdéBen selbst. 


Im Sonderfall h=0, kc? =50, C=0 wurden fiir den Symmetrieschnitt p=0 die 


ue O* 
dimensionslosen SchnittgréBen fiir sieben Punkte der —— - — -Kurve numerisch 


ermittelt. Das Ergebnis ist in Abb. 23 in Kurvenform ied oReaebER. 
Die SchnittgréBen n, und nm, sind im Innenbereich des Plattchens (7 < 0,6 bis 0,7) 
negativ (Druck). n, bleibt im gesamten Bereich negativ und fallt gegen den Rand 
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funk? ¥ 


n Lp 
Qs 72) 
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77 
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Hee 
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zu auf Null ab, wahrend n, im 
AuBenbereich (7 > 0,6 bis 0,7) 
positiv (Zug) wird und gegen den 
Rand zu anwachst. Die negativen 
Werte von n, und n, im Innen- 
bereich wachsen von Punkt 2 bis 
Punkt 5 an. Sie erreichen im 
Punkt 5 (instabiles Gleichgewicht) 
ihren Hochstwert. Die Biegungs- 
momente m, und m, weisen im 
allzemeinen — Punkt 5 ausge- 
nommen — in 7=0 ihre abso- 
luten GroBtwerte auf und fallen 
gegen den Rand zu ab. Die Rand- 
krafte, charakterisiert durch gq, 
in 7 = 1, wachsen von Punkt 2 
bis Punkt 5 an und erreichen im 
Punkt 5 ihren GroBtwert. 

Die Normalspannungen o,, o, 
und die Schubspannungen T,, ver- 
laufen gemaB den theoretischen 
Annahmen linear iiber die Platten- 
hohe. Sie weisen im allgemeinen 
in der Mittelflache einen Sprung 
auf, der bei den Normalspan- 
nungen von der Verschiedenheit 
der Temperaturausdehnungskoeffi- 
zienten (ar), und (a7), sowie der 
Elastizitatsmoduli #, und #, und 
bei den Schubspannungen von der 
Verschiedenheit der Schubmoduli 
CG, und G, herriihrt. In Abb. 24 
ist der grundsatzliche Verlauf 
der Spannungen angegeben. 

Der Verlauf von o,, Op und 
T,» Kann nach Abb. 25 aus zwei 
Anteilen zusammengesetzt wer- 
den. Ks ist zu beachten, daB jeder 
Anteil fiir sich — von Sonder- 
fallen abgesehen — eine resul- 
tierende Schnittkraft und ein 
resultierendes Schnittmoment 
liefert. 

Die Randspannungswerte, die 
mit den Indizes 1 oder 2 und a 
oder 7 versehen werden, je nach- 
dem die betrachtete Randstelle 
der Schicht 1 oder 2 angehért 
und am AuBen- oder Innenrand 
liegt, lassen sich wie folgt aus- 
driicken: 
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ene a: = l+y 2 
109, = TGF (Yr + Y Yq) — 27 (er) T+ Gh th (4 +9 HQ) 


2 Tie 1+» 


0; = Tae (y, imedoe Vo) 2 = mal (a7), Yh 
2 = Lez Y 2 
1a0 yp = i Soe (Yo 1 Vr) D, ic mel (a7), T' +- ii ty (He -L yp xr) 
2 a — l+y 
0g = ay 1 oe y,) 2 5—— G, (a7), T | 
i (62) 
lal p = 2G, yg t2G, t Mies { 
UT g = 2G Ye 
lat, = al 9 = 0 
B es 2 
Tt sate See ie See Ve 
eee, mee aaa 
he OF B— O35, | 
ald ory “rz Tyz sit 
Abb. 24 Abb. 25 


Die Randspannungen der Schicht 2 erhalt man in analoger Weise. 
Die GroBen x,, x, und z,, werden direkt aus (55) berechnet, wahrend y,, y, und y,, 
aus (51) zu ermitteln sind, nachdem N,, NV, und N,,, aus (59) und (56) bestimmt wurden. 
Nachfolgend soll fiir denselben Fall h=0, kc? =50, C=O, fiir den bereits die 
dimensionslosen SchnittgroBen berechnet wurden, die Spannungsverteilung iiber die 
Plattendicke an der Stelle 7 = 0 des gefiihrten Schnittes y = 0 bei speziellen Annahmen 
ermittelt werden. Wegen des Verschwindens von N,,, M,,, Q, und Q, im betrachteten 
_ Punkt (7 =0, y=0) sind nur die Normalspannungen o, und o, zu betrachten. 
Die speziellen Annahmen lauten: 


E,=H,=H=14500 [kp/mm?] R=13 [mm] 


y=0,3 2t,=2t,=t=:0,3 [mm] 
(az), = 10-10-% [1/° C] c=0/R=0,07 
Ca) Soe 0S yO) op=70 [kp/mm?]. 


_ Das Ergebnis ist in Abb. 26 dargestellt. Der Spannungsverlauf weist bei 3 +0 
in der Mittelflache einen Sprung auf. Die Maximalwerte der Spannungen treten meist 
an den AuBenrandern der Schichten auf und erreichen im hier betrachteten Fall einen 
Wert, der nur knapp unter der Proportionalitatsgrenze des Materials (op = 70 kp/mm?) 
liegt. 

"Die im elastischen Koérper aufgespeicherte Verzerrungsenergie ist auch bei Tem- 
peraturbeanspruchung eine Zustandsgréfe, d.h. sie ist unabhangig von der Reihen- 
folge der aufgebrachten Beanspruchungen. Die Verzerrungsenergie U ist gegeben durch 
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|r (y)RaV, (63) 
V ; 


wobei (y,)® die nur von den Spannungen herriihrenden Verzerrungen bedeuten. Mit 


4 PUNK 2 
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eH yy 8 eh P ae) Td 
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Fihrt man die Airysche Spannungsfunktion ein und ersetzt die dimensions- 
behafteten durch dimensionslose GréBen, so erhalt man 


(P=2527 1G (« Ph 


—F) Hees Map Onn + (| 


(y,)8 = y8 —ar T 68 = 78 + Cob—arT Of 


(64) 
und mit dV =dfd¢ folgt 
Went ce 
= oa) | [88 +6 05) — 
ws 
1 
—2G in + ae Oy 
—2arT) wr | df dt. (63a) 


Hierbei sind G und «7 mit den Indizes 1 
oder 2 versehen zu denken, je nachdem 
der betrachtete Punkt der Schicht 1 oder 
2 angehort. 

Nach Ausfiihrung der Integration 
iiber ¢ erhalt man unter Beachtung von 


(5) und (8) 
1 
=a { (nb v8 + m§ of —P yt T— 
ri 
— Qo T+2P T?) df (63b) 
mit 


Shea G, (ar)? t,]. 


Mit Hilfe der Gleichungen (6a) und (14) 
kann man schreiben: 


—Q) ot 


(65) 


(63 ¢) 


u=3(D-F) | {ov —woew Wot +» OV Wale — WE — 
if 


— (W—W,)5(W—W,)e | “ii 2(W—W, co 4 2k 0 an 
1 o 5 iS d 
+ 3, LFF —»( B — Fle Fie] oi (63d) 
mit dem dimensionslosen Faktor 
PB ris RD a 4 lityt+2zv@+3y+2v)  ¢, 
(OP — BQ? Tay) tx (1+ ye 86) 
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Verwendet man nach Einfiihrung der Polarkoordinaten (yn, p) die Naherungs- 


poe (27¢) und (28b) fiir W und F, so folgt nach Ausfithrung der Integration iiber 
y und 9: 


pb = Ne — GO 

U = (G, 4 Gs) a & {he? |168,4(“2) 4 9,238 (41) + (k— 0,7692) (= +2,6 =} a 
ai 2,615] + 1,333 6%,,5 + 2,133 6%, )+ 3,086 525, 5+ 4,064 b%,, + 2,667 b,,5 bs, 9+ 
+ 2,400 by, bs, o-+ 2,133 By, 9 by, 9 + 4,800 by, 9 bg, 9 + 4,876 Do, 9 54,9 + 6,857 bs, 9 O4,0-+ 


+ 1,600 5%, , + 1,143 5%, 2} (63e) 
mit dem dimensionslosen Faktor 


es 7 20+ Pytt+2ry(2+3yt 2y*)]? 
 72(1 — »*) (1+ 9) (l+%) (1+ xy)? (1+ y)® : 


(67) 


Durch 
U 


OS = {oe 
(G, + G,) sy & 


(68) 


wird ein dimensionsloser Ausdruck fiir die 
Verzerrungsenergie definiert. Die Verzerrungs- 
energie setzt sich aus einem von den Biege- 
spannungen herriihrenden Anteil U,* und 
einem von den Membranspannungen her- 
ruhrenden Anteil U,* zusammen: 


U*—U,*+U,*. (69) 


Der mit kc? multiplizierte Term in (63 e) 
ist der Biegeanteil U,*. 

Fiir den Fall h=0, y=1 und y=1 
wurde der Verlauf von U,*, U,* und U* in 


Abhangigkeit von eS fiir kc? = 20, 30 und 50 ermittelt und in Abb. 28 gemeinsam 


Abb. 27 


mit den zugehérigen ue - a - Schaubildern dargestellt. In Abb. 27 wurde der besseren 


Ubersicht halber der Verlauf von U* in Abhangigkeit von a mit der entsprechenden 


* 
ea 2 Kurve schematisch dargestellt, wobei zusammengehorige Punkte durch 


c 
gleiche Bezifferung gekennzeichnet wurden. 

Die gesamte Verzerrungsenergie U* erreicht in den Schnappunkten 4 und 6 ihren 
GroBtwert. Die Differenz der Verzerrungsenergie der Punkte 6 und 2 wird beim 
Schnappen frei und erreicht bei kc? =50 einen beachtlichen Wert. Ein Teil dieser 
freiwerdenden Energie wird in der praktischen Ausfiihrung zur Arbeitsleistung (Beta- 
tigung eines Schalters) verwendet. 

Der von den Membranspannungen herriihrende Anteil U,* steigt von Punkt 1 
bis Punkt 5 an. Im Punkt 5 (instabiles Gleichgewicht) erreicht er seinen GroBtwert, 
der mit steigenden Werten von kc? stark anwachst. Wahrend der Anteil U,* an der 
gesamten Verzerrungsenergie U* im Bereich der Punkte 1 bis 3 gering ist, spielt er 
doch im weiteren Verlauf, vor allem aber im instabilen Bereich, eine wichtige Rolle. 
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nde Anteil U,* ist — abgesehen vom 


Der von den Biegespannungen herrithre 
som Ps : 
A Sine veranderlich. 


instabilen Bereich — deutlich gréBer als U,* und weniger stark m 
o* 


Jeder Anteil fiir sich ist eine symmetrische Funktion von ~~": 
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Anhang: Versuchseinrichtung 


Die Versuchseinrichtung besteht aus einer Spannvorrichtung und einer Meb- 
vorrichtung, die beide auf einer gemeinsamen Grundplatte montiert sind. Die Meb- 
vorrichtung besteht aus zwei MeBuhren und MeB- 
uhrhaltern, die jeweils um eine senkrecht zur 
Grundplatte stehende Saule geschwenkt werden 
kénnen. Die Vorspannung der Plattchen erfolgt 
durch kegelférmige Stifte, die an der Spitze abge- 
rundet sind. Zwei der diametral angeordneten Stifte 
sind fest mit der Grundplatte verschraubt, die beiden 
anderen sind als Schrauben ausgebildet, die senk- 
recht zur Grundplatte in Spannbécken bewegt 
werden konnen. 

Abb. 29 zeigt die Einstellung des Vorspannweges 
mittels der hierzu vorgesehenen MeBuhr. Die 
Messung der Durchbiegung des Plattchenmittel- 
punktes erfolgt mit Hilfe der zweiten MeBuhr. Die 
Messungen wurden teils in Luft, teils in Ol durch- 
gefiihrt. . 


Abb. 29 
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Buckling of a Cylindrical Shell Subjected to External Pressure 


By H. L. Langhaar and A. P. Boresi, University of Illinois 
With 1 Figure 


Abstract. A general formula is derived for the strain energy of a ring-reinforced elastic cylindrical 
shell in terms of the displacement vector of the middle surface. Quadratic terms in the strain 
tensor are retained. The strain-energy formula is used to develop the infinitesimal theory of 
buckling of a cylindrical shell that is subjected to uniform external pressure and an axial com- 
pressive force. Large deformations, post-buckling behavior, and effects of imperfections are not 
investigated. 

Critical pressures less than those of the classical von Mises theory are obtained. In some cases, 
the difference is as great as 25 per cent. 


Zusammenfassung. Eine allgemeine Gleichung wird hergeleitet fiir die Deformationsenergie 
einer ringversteiften Zylinderschale in Abhangigkeit vom Verschiebungsvektor der Mittelflache. 
Quadratische Glieder des Deformationstensors sind beibehalten. Die Deformationsenergiegleichung 
wird zur Entwicklung einer Infinitesimaltheorie fir das Beulen einer Zylinderschale benitzt, 
welche einem gleichmakigen AuSendruck und einer axialen Druckkraft ausgesetzt ist. Endliche 
Verformungen, das Verhalten nach eingetretenem Verbeulen sowie der Einflu8 von Imperfektionen 
werden nicht untersucht. 

Es werden Beuldriicke erhalten, die kleiner sind (in manchen Fallen bis zu 25%) als jene, die 
sich nach der klassischen Theorie von v. Mises ergeben. 
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Introduction 


Theoretical and experimental studies of the collapsing pressures of cylindrical 
shells have been conducted by numerous investigators. An account of the history 
of the problem (to 1947) is contained in the work of Batdorf?. 


Von Mises? and most of the subsequent investigators implicity based their analyses 
on the principle that a motionless conservative mechanical system becomes unstable 
when the value of its potential energy ceases to be a relative minimum. The theory 
of buckling that is based on this criterion is called the “infinitesimal theory’’, since 
investigations of relative minima require only infinitesimal variations. The buckling 
load determined by the infinitesimal theory has been designated by Friedrichs as the 
‘Kuler critical load’, since Euler used the infinitesimal theory in his study of columns. 
The present analysis bases the Euler critical pressure directly on the principle of 
minimum potential energy. Some comparative tables of results are given at the end 
of this paper. 

Related investigations’-* have shown that a cylindrical shell that is subjected 
to external pressure is susceptible to snap-through. Consequently, buckling may be 
precipitated by initial jars or dents. However, the Euler critical pressure is of interest 
since it is an upper bound for the actual buckling pressure. Therefore, practical signifi- 
cance may be ascribed to the fact that the present analysis without empirical modifi- 
cations that are often used in engineering applications of shell-buckling theory, leads 
to an Euler critical pressure considerably less than that derived by von Mises, parti- 
cularly for short shells. 


Symbols 


mean radius of the shell 

length of the shell 

thickness of the shell 

pressure on the lateral surface of the shell 
; Kuler critical pressure 

axial compressive force that acts on the shell. If the axial compression 

results from the pressure p on the ends, F=z a? p 

Young’s modulus 

shear modulus 

Poisson’s ratio 

number of complete waves in a cross section of the buckled shell 
2, (0,7 Cylindrical coordinates. The origin of the axial coordinate x is the 
center section of the shell 
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ag 


thickness coordinate. z denotes the distance of a particle from the 
middle surface. Positive z is measured outward. For the undeformed 
shell, z=r—a 

Ex's &y'5 FV ep The strain tensor of the middle surface 


u,v, w axial, circumferential, and radial displacement components of a 
point on the middle surface. The radial displacement w’ is measured 
positively outward. After the article Potential Energy, primes 
denoting the middle surface are discarded, since attention is confined 
to the middle surface 

Mgtegs Hg variables associated with the changes of curvature of the middle 
surface 

N number of reinforcing rings 

One City: 1: the coordinates x of the reinforcing rings 

b ring spacing 

hs the part of the strain energy that results from straining of the middle 
surface 

U;, the part of the strain energy that results from bending of the shell 

oe the strain energy of a reinforcing ring 

Q2 potential energy of the external forces 

V total potential energy of the shell; V=U,+U,+ 2420, 

A, the cross-sectional area of the reinforcing ring 

Q, first moment of the cross section of a reinforcing ring about the 
line 2= 0 

ie moment of inertia of the cross section of a reinforcing ring about 
the line z=0 


Basic Equations 


Love’ has derived the general equations for the components of the strain tensor 
in rectangular coordinates. Transforming his equations to cylindrical coordinates 
(x, 0, r) by tensor theory, and using the customary engineering notations for strain, 
we obtain 


aig 1 | / us \2 Uy + w)\2 Wy — v\2| 
ee) | eee) 
U Ug + w Wy — V 
yep =e bh + tee (2) +o, (2E*) + AE"), 
where (uw, v, w) are the (x, 0, 7) components of the displacement vector. (Positive w 
outward.) Subscripts on (uw, v, w) denote partial derivatives. 


The stresses o;, T,9, Tx are neglected. Then, by the theory of plane stress, the 
strain energy density is 


7 


G 


v [e.?-+ E49” +28, e+3 (he) V.0°]- (2) 


Since t,, and 7,, are neglected, the shearing strains y, and y,, are also neglected. 
Furthermore, for determining how the displacement vector varies through the thickness 
of the shell, we neglect the effects of the radial strain ¢,, although this assumption 
is not exactly consistent with the previous assumption, o,=0. The relations ¢ = 


7 A. BE. H. Love: The Mathematical Theory of Elasticity. 4th ed., Cambridge Univ. Press, 1934. 
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=Y,5=7;x=0 are equivalent to the Kirchhoff assumption that normals to the middle 
surface remain straight, normal, and inextensional. The justification for this assumption 
has been discussed by Novozhilov’. 

The Kirchhoff assumption signifies that the displacement vector varies linearly 
through the thickness; that is, 


UU ee, VS +2, ww pe, (3) 


where (u’, v’, w’) are the values of (wu, v, w) on the middle surface of the shell, and z is 
the jonael distaRes from the middle Puitace (positive ute). By the Kirchhoff 
assumption, z is unchanged by the deformation. 

To express the coefficients («, 8, y) in terms of (w’, v’, w’), let (X, Y, Z) be rectangular 
coordinates, such that the " Bee coincides with the axis of the undeformed shell. 
A point on the middle surface of the undeformed shell is defined by the axial coordi- 
nate X =x and the angular coordinate 0. The coordinates of the corresponding point 
in the deformed shell are 


X=ax+u, Y=(a+w’) cos6—v' snd, Z=(a+w’) sin 6+’ cos 0. (4) 


Since (w’, v’, w’) are tentatively regarded as known functions of (x, 6), Eq. (4) may be 
regarded as parametric equations of the deformed middle surface. 

By differential geometry’, the coefficients of the first fundamental form of the 
deformed middle surface are 


H=X24+Y742,, F=X,X,+Y. Y,4+24.2, 
G=X,?+ Y,2+Z,?, 
where subscripts denote partial derivatives. Hence, by Eq. (4), 
= (1 uy’)? + (Ue")? + (ws')? 
=(1+ 4u,’) uy’ +a Nw,’ +a(1+ 1) v,’ (5) 
G = (ug)? + a? (1M)? a? N®, 


where, for brevity, 


5) mee a Nas te (6) 


a a 
Also, the following conventional notation is adopted: 
D =H G— F?. (7) 


Since Eq. (4) are parametric equations of the deformed middle surface, it is a routine 
problem of differential geometry to determine the direction of the normal to the 
deformed middle surface. Then («, 8, y) are easily computed. For brevity, the details 
of this analysis are omitted. The result is 


a= 5 [—(14+M) w+ Ny] 
p=5|—O+u) N+ ] (8) 
y=—1+5[0+u') 1+ m)— 2], 


* V.V. Novozhilov: Foundations of the Nonlinear Theory of Elasticity. Graylock Press, 
Rochester, New York, 1953. 


® D. Struik: Differential Geometry. Addison-Wesley Press, Cambridge, Mass., 1950. 
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Equations (3) and (8) are valid for arbitrarily large deflections; they entail no approxi- 
mation other than the Kirchhoff assumption. 

If Eqs. (8) are substituted into Eq. (1), the strain components are expressed as 
functions of z. Retention of the nonlinear terms in z would lead to the type of refinement 
that Winkler introduced into the theory of curved beams. This would introduce un- 
necessary complications in a theory of thin shells. Consequently, Eq. (1) is linearized 
in z. It then yields relations of the form, 


Ex = Ey 2 tte, &§=& +2 X65 Ve =Veb 2 Xuo5 (9) 


where the primed quantities are the strain components of the middle surface. The 
coefficients xx, %, %9 were introduced by Love*; they are associated with the 
changes of curvature of the middle surface. Substituting Eq. (3) into Eq. (1), setting 
r=a-+z, expanding by the binomial series to first powers of z, and comparing the 
results with Eq. (9), we obtain 


Hx = Ky (1+ uy’) + Be Ve’ + x W,’ 
_Poty M , ua Bo+y Yims le gato he geen Ns 
i “ees + M Z | N 7 ( ) Syed 


A) a a\a a a 
a Pik ; (10) 
. a) 9 U Ux ’ , Fz 
Rates er. cikpae + Og : 9 a Pe Be abe POT + wy MoE + 
Ux! Ug’ Mia: eNews 
ae Ne Ya Gi a a 


where subscripts on («, £, y) denote partial derivatives. 
‘The coefficients ~,, %), x» are complicated functions of (w’, v’, w’). A part of the 
difficulty stems from the function D which is the square root of a fourth degree poly- 
nomial in (w’, v’, w’) and their first derivatives. As an approximation, we perform 
binomial expansions that lead to quadratic expressions for x,, ~,, x,» in terms of 
(w’, v’, w’) and their first derivatives. To second powers of (w’, v’, w’), Eqs. (5) and (7) 
yield 
Wg Ux" 
a 


5 —1— M—u,'+ M?2+M u'+(u’)?4 


y N®— 3 (w,’)?. (11) 


Accordingly, to second powers of (u’, v’, w’), Eq. (8) yields 


= Sa al VU, Ug. We 


Ug Ax! 


Be el Ma (12) 
y= —} N?— 5 (w,')?. 
Hence, to second powers of (u’, v’, w’), Eq. (10) yields 
te —w,,+N Vey + Uy Ws’ 
U nw. \2 
a= —N,—-M+M,N += —3N?—} (w,’)) — (“) _ MP? (13) 


It appears that the axial displacement wu’ has only a small effect on the bending 
of the shell. Consequently, quadratic terms in w’ will be dropped from Kq. (13). Then w’ 


* See p. 191. 
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remains only in the equation for x.5. The linear terms in uw’ and v’ that occur in xz; 
represent the bending effect due to rotation about a radial axis. In other words, an 
element of a cylinder is bent if it is rotated about its normal line and is simultaneously 
deformed so that it remains in the original cylindrical surface. To first degree terms, 
rotations of normal sections of the middle surface about their normal lines are deter- 
mined solely by wu,’ and v,’. Apparently, the bending due to rotations of elements 
about radial lines is small. Consequently, the linear terms in (w’, v’) will be discarded 
from the equation for x,,. This approximation was discussed by Koiter*. Accordingly, 
Kq. (13) reduces to 


My = —W,, th v,, 
Woy Tw’ 
a 


a Hx = = 54) Waa NM,4+Nv,,—M»r,'. 


| M, N—4 N2—} (w,')?— (14) 


aH, = 


Also, setting r=a, we obtain from Kq. (1), 
Ex’ = Ue’ +E [(Ux’)? + (Ue')? + wx’)? ] 
eq’ = M +4 [(eu /a)? + M2 +N] (15) 
You! =x! + (tug! Ja) + tte! (tty Jar) + M0! +N wy! 


Potential energy 
The formula for the strain energy of the shell is U = | | | r W dx dé dz where W 


is the strain energy density. If the shell is thin, there is little error in the approximation 
y= a. Then 


U=al | | Wide d0 dz. (16) 
Substituting Eqs. (2) and (9) into Eq. (16), and integrating with respect to z, we obtain 
Ua UF U, (17) 


where the membrane energy U,, is proportional to the thickness h, and the bending 
energy U, is proportional to h’, The following formulas are obtained: 


Gaara D 
Un = FELL [tee + (ey) +2 v6 9’ +4 (19) (%69)*] do dd (18) 
Gah : 
Us= qe | | | ttm +2 9 me mot br) mat] de dO, (19) 


Kgs. (14), (15), (18), and (19) serve to express the strain energy in terms of the dis- 
placements of the middle surface. 

The assumptions that have been introduced apply equally to the shell and the 
reinforcing rings, provided that the rings are attached securely to the shell. Conse- 
quently, the hoop strain «, at any point in a ring is determined by Eq. (9), where «,’ 
is the hoop strain at the middle surface of the shell adjacent to the ring, and x, is the 
incremental curvature of the ring. The strain energy of the ring is 


U,=4Ha| | edd, dé. (20) 
where dA, is an element of cross-sectional area of the ring. 


# Seer 18, pp. 2208: 


Buckling of a Cylindrical Shell Subjected to External Pressure 195 
The following notations are useful: 
. Bes fe dA,=Q, |2dA,=1, (21) 
The quantities Q, and I, are the first and second moments of the cross section of the 


ring with respect to the line z—0. 
Introducing Eq. (9) into ae & 0), we obtain with the aid of Kq. (21), 


xs) : 


alts P+2Q, &4/ xy +L, x92] a, (22) 


The axial displacement w has little effect on the bending of the ring. Consequently, 
in the expressions for ¢,’ and x, (Eqs. 14 and 15), the terms containing u’ may be 
neglected, in so far as Eq. (22) is concerned. Eq. (22) is valid even though the centroidal 
axis of the ring does not coincide with the middle surface of the shell; the term con- 
taining Q, takes care of the offset. 

If the shell is subjected to uniform hydrostatic pressure p, the potential energy 
of the external forces is Q=p AQ, where AQ is the increment of volume due to the 
deformation. The volume enclosed by the middle surface of the shell is 


OF | [x nx dS, (23) 


where dS is an element of area of the middle surface, and nx is the X component of 
the outward-directed unit normal vector. The integral extends over the end plates, 
as well as the lateral surface. Eq. (23) is a special result of the divergence theorem. 
Although the pressure acts on the exterior surface instead of the middle surface, this 
effect is neglected. 

According to differential geometry *, an element of area of the deformed middle 
surface is dS = Ddad6, where D is defined by Kq. (7). Also, X=a2-+u’. Hence, 


by Eq. (23), 
Q=| |( ewe) Dnx dx do + | \( (a+u') nx dS. (24) 


lateral énds 
surface 


Since the strain energy of the end plates is not considered, it would be incorrect 
to take the deformation of the end plates into account in the calculation of the potential 
energy of the external forces. Seemingly, the deformation of the end plates has little 
effect on the buckling of the shell, except in so far as constraints of the lateral wall . 
are concerned. Therefore, for the calculation of 2, we suppose that the end plates 
are rigid. Then w’ = constant on either end. Also, nx = + 1 on an end plate. Hence, 
if the ends are initially located at «= + L/2, and if the deformation is symmetrical 
about the plane x= 0, 


Gye: | dee {(x-+u') Dnxdb+ | | (+n) ds— | | (w+w)as. (25) 
‘ 0 x =L)2 Fane 
| Since the end plates are rigid, J jas =z a?. Consequently, since the initial volume 
of the shell is za? L, Kq. (25) yields 
Le 


4Q=2) de f (w7+u’) Dnxd6+2 a" €, 
0 


* See ®, p. 192. 
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where e is the over-all axial extension of the shell. Multiplying by the pressure p, and 
noting that the axial compression force in the shell is F =z a? p, we obtain 


L/2 2x 
= 


Oa 2 dx (7+u') Dnxd6+Fe. 
With the geometric formula for D nx, this yields 
Li? 2a 
Q=2pa dx | (v+u’) [— 1+) w,'+N v,']d6+ Fe. (26) 
a) 0 
Eq. (26) is not rigorously valid unless the end plates are rigid. In particular, this 
condition means that v’=0 and w’=0 at either end. Seemingly, however, the restric- 
tions may be relaxed. The equation remains approximately valid even though the 
axial force F does not result from hydrostatic pressure on the ends. In particular, 
it should be expected to apply if F=0. Also, the equation may presumably be 
applied with a mean value of e if the end plates warp, provided that v’ and w’ vanish 
at the ends. The term w’ will be discarded from Eq. (26), since it apparently contributes 
very little to the potential energy of the pressure acting on the lateral wall. Then 
integration by parts yields the following formula for Q: 


L/2 2x 
Q=2pa| dx | (w' I+M+2M,)—v' (N+2N,)db+Fe. (27) 
v0 0 

The total potential energy of the shell is V=U,+U,+2+2U,, where XU, 
denotes the sum of the strain energies of the reinforcing rings. The components 
U,,, Us, U,, and Q are determined by Eqs. (18), (19), (22), and (27). In conjunction 
with Eqs. (6), (14), and (15), these equations serve to express the total potential 

energy V in terms of the displacement vector of the middle surface of the shell. 


Trigonometric expansions 


In what follows, there is no occasion to consider displacements or strains at points 
that do not lie on the middle surface. Consequently, primes will be discarded, with the 
understanding that henceforth (wu, v, w) and (e, &, y,s) denote displacements and 
strains of the middle surface. Also, we shall let the length of the shell be z. This is 
legitimate, since only ratios of lengths are significant. Since L=2, the subsequent 
equations appear to be dimensionally nonhomogeneous. 

Attention is restricted to shells that are simply supported at the ends; that is, 
the end plates transmit no bending moments to the shell. The following deflection 
pattern is assumed: 


U=Uy+ x, sin x cos nO 

v= y, Cos x sin n 6 (28) 

w= (%)-+2, cos m 6) cos x. 
Here, 21, Y;, Zo, = are constants, and w, is a function of x. The integer » represents the 
number of complete waves in the periphery of the buckled shell. In all cases, » = 2. 
Kgs. (28) provide the proper symmetry properties (oddness or evenness) to the functions 
(wu, v, w). Also, they conform to the boundary conditions, v=0, w=0, and w,,=—0 


for «= 2/2. It is well known that an approximation such as Eq. (28) yields a buckling 
load that is too high. 


ee 
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If Eq. (28) is substituted into Eqs. (14), (15), (18), (19), (22), and (27), the total 
potential energy V is expressed as a polynomial in the variables (2,, Yas 2, 4) ARG OL 
integral containing wu». Quadratic terms in du,/dx are discarded from Eq. (14). Then u, 
enters into V only in the form of the derivative %,—=du,/dx. Consequently, by prin- 
ciples of the calculus of variations, uw, is easily determined to minimize V. Thus, wu, is 
eliminated, and V is expressed as a fourth degree polynomial in 2,, ¥,, 2, 2;. However, 
the fourth degree terms have no effect on the Euler critical load. Furthermore, it is 
shown subsequently that only the third degree terms containing z, are significant. 
These terms are important in U,,, but they have little effect on U, or U,. Consequently, 
quadratic approximations of U, and U, are used. 

The details of the computation of V are lengthy but routine. The final results are 


CG, a 


aHha({a [/ (1 — v) n?* nm  1—y 2 (1 —v?) 2 
rare ae att tg att gett + 


SUL FET oe hd uae aad 


alt 
a? a a 


2 4y n* (1 —») 4 (1 — v?) 2,3 
+ E 3a 3 a2 | oa Or ots 303 


2(3n2+4+1)—20 (n? +1 
2(3n? + Petes | yet 20+ (29) 


8n (2—v) + na? (3¥—1)) 
32 | th 2921+ 


2(n? + 3) + 2va* — 22? (n? + 1) 4yn 
33 z i) ao 3a? X1 Yi %o a 


cl 


| 
| 
| 


n? (1 — v?) jaa 
T= Sqr Te Pog 


2 Bi (Ke ¢ 
Oy ema (28 Foe — 42) + [t+ MS 42s] atts (80) 
Tr Ie A 
U,= 54 COS o,42 (4, = = a) Zetn® A, yet 
ZO, I, - 
+ [4,4 = (nt —1) + % (wt 1p] 22+ (31) 


2 2 2 Yy ae 2 7 ; i 
Q=2npal|2%+ ye ee TY” + wa rt | Fiz (2,2 + y,2+ 2 2? -+2,7) + 


mY 2 


Tog ne e727 +2224 (n?+1) ¥2+(?4+ 1)z22+4n yy, a,\+ Fah . 


An irrelevant additive constant in U,, is not retained. 


Infinitesimal theory of buckling 


The generalized coordinates of the problem are 2,, ¥,, 2, 2;. These will be desig- 
nated as 2, X2, X3, X, respectively. 

For the infinitesimal theory of buckling, the total potential energy V may be 
approximated as a cubic polynomial in 2,, x2, 73, x,; that is, 


V=LLL bj 5, 4; 4; 1% +X LY dj, x; x + linear terms. 
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The coefficients 6; ;, and b;, are symmetrical in their indexes. Let the variables x; take 
variations &;. Then, 


VTAV=LXYA dain (+ &) (a+ &) (e+ Se) FAL Bie (Uj +) (Le Sk) + --- 
The increment 4 V may be expressed as a series: 
AV=OV EO VE. 


Here, 6 V is a linear form in é,;; 6? V is a quadratic form in &;, ete. Hence, in view of 
the symmetry of the coefficients 0; jx, 


4 Ory = Sl 2 2 Dix, &; SF Xp + 2)» b;; é; or 


Set 
A 
P= 8D dizn eb Bey. (33) 
k=1 
Then 
L62V = DS Pi; & &. (34) 


The coefficients P;; are linear functions of x;. In the present case, only «3 (that 
is, 2)) is different from zero, since the unbuckled from is axially symmetrical. Con- 
sequently, the sum in Kq. (33) contains only one nonzero term. Therefore, to com- 
pute 62V, we do not require all the coefficients b;;,; we need only those for which 
k=8. Accordingly, in the expression for V,. we require only the cubic terms that 
contain 2p. 

If the end plates are very flexible, no forced boundary conditions are imposed on w. 
Consequently, x, is unrestricted. Then the stability criterion is that 6?V be positive 
definite. In turn, this condition requires that the determinant of the matrix (P;,;) 
and the determinants of the submatrices obtained by striking out right hand columns 
and bottom rows shall be positive. Consequently, buckling occurs if any of these 
determinants is zero. The determinant of the entire matrix (P;;) is always the first to 
vanish, since the vanishing of a subdeterminant implies the buckling of a system that 
is constrained by elimination of some of the degrees of freedom. Consequently, the 
buckling criterion is 


det (PF y== 0: (35) 
Kags. (29), (30), (31), (32), and (33) yield 
akh ? hne 
P= caw? + 3 (1 ») n?) — 55 (2+ 9 nt) + aT %9 
Eh 2 
Pas si [4x (+n) m+ ro 
Eh Te 
Pry 2(1 — v) ‘ [2a? 4-4. —nF(1—)] s5 
Eh % 22 
Siiss (l1—)a na (n ‘ \+3 5a a 8 RSA I} + 
PP fatty (nt? +1)]+ 5" DA, cos? o, 
rings 
Ehn I 2 
Pu=oq—wya te t+ aa SA) +a B»— 11] + (36) 
4 mun p yn En wy 


v Hn QV, 5 
Bere TPT MN ete [A+ (nw? —1) &] cos? ¢, 
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Eh a 2.25 ¢ 
P= Goma {et oe [lt $3) +9 atv (nt 1)! + 


a pl SE yA MO) HinnD 2] 2 2 mp F ae . 
48 (1 — 2?) a [a* +2 (n?—y) a? + (n med. haga aur Ais oh ae 8) 


H y : r T; 
ae |4,+ 2A etree feo Ca a CF 1)? 3 |Cos? ¢,. 


rings 


Py Po Py 0. 


An irrelevant factor z has been removed from each term P,;;. The numbers c, are the x 
coordinates of the reinforcing rings. If the reinforcing rings are identical, all factors 
may be taken outside the sums except cos? c,. For equally spaced rings, ¥ cos? c, = 
= (N +1)/2, where N is the number of rings. Eq. (36) appears to be dimensionally 
incorrect because L has been set equal to z. 

The term z, that occurs in Eq. (36) represents the deformation before buckling. 
This may be drived by the principle of stationary potential energy. For the unbuckled 
form, 7,=Y,—2,=—0. Introducing these simplifications into Eq. (29), (30), (31), 
and (32), and setting V=U,+U,+ 242 U,, we obtain from the equation 
dV jdz,=0, 


ae 1% wa 
ie ax Bie (024 ta tee oie aa (37) 
a 12(1—»)a ¥ oe Ne v) cama (. (eat eps - COS? C; 


‘rings 


Eqs. (36) and (37) show that the coefficients P;; are linear functions of p and F. 
- Since P,, = P3,= P3.=0 and P;,+ 0, the buckling criterion becomes 


| Pa Py. Py | 


aed (38) 


A= Py, Pop Py 
a Poy Prag | 


| Pi 
It may be shown that, when the cylinder becomes infinitely long, the preceding for- 
mulas are consistent with the buckling formula for a ring. 


Numerical example 


W. A. Nash” has given experimental data for a steel cylinder reinforced by 11 rings. 
The dimensions of the cylinder are shown in Fig. 1. The reinforcing rings were machined 
on the cylinder. 

To apply the present theory, we must scale all lengths by the factor 2/27.96, so 
that the length of the cylinder is reduced to z. The scaled dimensions are a = 0.90424, 
h=0.010955, L =z, b=0.28202, Ring width= 0.022472, Ring depth = 0.033708. 
Hence, the section properties of a ring are A, = 0.00075749, Q, = 0.000016916, 
T,= 0.00000044948. If the rings are numbered from — 5 to +5, the following loca- 
tions of the rings are determined: cy=—0, ¢,=0.28202, c,= 0.56405, c; = 0.84607, 
C,=1.12810, c,= 1.41012, ¢; = —c_;. Hence, 2 cos* c,= 5.5706. 


10 W.A. Nash: General Instability of Ring-Reinforced Cylindrical Shells Subject to Hydro- 
static Pressure. Proc. of the Second U.S. Nat. Congr. of Appl. Mech., Ann Arbor, Mich., 1955, 
pp. 359— 368. 
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Since the axial compression resulted from hydrostatic pressure on the ends. 
F=2xa? p. Accordingly, if H = 1, Eq. (37) yields z,/a = — 72.432 p. Then Kgs. (36) yield 


P, = 0.0085497 + 0.0036597 n2 — 0.32109 p — 0.41032 n? p 

P= 0.0061458 n — 0.17440 n p 

P= 0.0028365 — 0.41205 p+ 0.10173 n2 p 

Py. = 0.0029240 + 0.012790 n2 — 0.23852 p — 1.98859 n?2 p 

P,, = 0.012732 n + 0.000057623 n? — 1.89289 n p 

P44 = 0.012676 + 0.00011181 n2-+ 0.0000018225 n4— 1.68199 p— 0.70283 n? p. 


8.0477 in. 


| 


a an it + == re ie 


27.96 in. 


Fig. 1. Experimental Cylindrical Shell Reinforced by 11 Rings (Ref. 10) 
EH = 30 x 108 psi vy = 0.30 Bi ap 


It is necessary to try several values of n until the value is obtained that renders p,, a 
minimum. It is found that n=3. With n=3, the preceding equations become: 


P,, = 0.041487 — 4.01398 p, — P,, = 0.018437 — 0.52318 p, 
P,,= 0.0028365 + 0.50352 p, Py, = 0.11810 — 18.1358 p, 
P44 = 0.039752 — 5.67867 /p, P4,= 0.013830 — 8.00747 p. 


The Euler critical pressure p,, is a root of Eq. (38). With the preceding equations 
for P;;, the following values of the determinant A are computed: 


No 


| 
p 0.00002 0.000025 | 0.00003 


ine 
0.1477 | 0.0083 | —0.1311 


By linear interpolation, the value of p for which A vanishes is p,,—=0.0000253, with 
H=1. Since p,, is proportional to H, p,,= 759 lb./in.2 with H = 30,000,000 Ib./in.®. 
The experimental buckling pressure given by Nash is p,,=675 lb./in.?. Accordingly, 
the value given by the present theory is about 13°% higher than the experimental 
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value. Possibly initial imperfections affected the buckling pressure, although ring 
reinforcements generally reduce the influence of imperfections. It is possible that 
the modulus was reduced by inelastic action, since the stress before buckling was 
approximately 50,000 lb./in.?. 


Results 


The application of the theory has been illustrated by the previous numerical 
example. The correlation between theory and experiment is good in this case. A few 
other experimental results are given in Table 1. They are taken from References 5, 
11, and 12. The theoretical values have been computed by the present theory. The 
agreement between theory and experiment is fair, but the experimental cylinders 
had unknown end-fixity effects, whereas the theory is restricted to shells with simply 
supported ends and flexible end plates. Probably the end constraints account for the 
fact that some of the computed buckling pressures are less than the experimental 
values. No experimental results were found for very short shells (L/a < 1/2). It is 
in this range that the experimental values are reported to be considerably less than 
the theoretical values. 

Since the theory is rather tedious to apply, some numerical results have been 
prepared. with the aid of the Illiac, an electronic digital computer. Table 2 gives com- 
puted values of n and p,.,/H for cylinders that are loaded by hydrostatic pressure on 
the lateral surfaces and the ends (F =z a? p) and for cylinders that are loaded on the 
lateral surfaces only (fF = 0). For comparison, the results of von Mises’ theory (7, Eq. (d), 
Art. 89) are also tabulated. For L/a> 1, the two theories agree fairly well, but for 
the short shells there are significant discrepancies. For short shells, the present 
theory gives lower results than von Mises’ theory. 


Table 1. Buckling loads for cylindrical shells subjected to external hydrostatic pressure. fF =x a? p 


Windenburg’s Sturm’s Kirstein-Wenk Present 

Experiments Experiments Experiments Theory 
La | hla 10° p/E | on 10° p/E n 10° p/E | n 10° p/E | n 
1 0.00638 3.20 | 9, 10 | 2.626 9 
- 0.75 0.00638 3.53 | 11 | . 3.927 10 
0.50 0.00640 5.43 | 13,14 | 5.959 12 
1.85 0.00471 Oui Gi wlemaed Og | & 
1.15 | 0.002774 . 0.359 10 0:310- | 1 
0.60 0.00206 | | (REE TG 0.286 | 16 


u H.E. Saunders and Dwight F.Windenburg: Strength of Thin Cylindrical Shells 
Under External Pressure. Trans. Amer. Soc. of Mech. Eng., Vol. 53, No. 15, pp. 207— 218, Sept.- 


Dee, 1931. 
2 R.G. Sturm: A Study of the Collapsing Pressure of Thin-Walled Cylinders. Univ. of 


Illinois Eng. Exp. Sta. Bulletin, No. 329, Nov., 1941. 
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Table 2. Huler critical pressure (po/H) x 10° for cylinder loaded by hydrostatic pressure 


Pressure on the lateral surface Pressure on the lateral 


and the ends surface only 
Lia hja present theory von Mises’s theory present theory von Mises’s theory 
2 | (per/E)x108| 2 | (pe/H)x108| | (per/H#)X108| m _| (Per/#) x 10° 
0.2 005 17 8.594 18 10.414 18 10.850 20 LUBE eiy! 
0.2 .010 11 55.656 14 65.858 12 79.660 18 97.823 
Ose O15 8 175.664 Ah 198.424 9 281.800 liye 317.922 
0.4 005 14 4.033 15 4.575 15 4.457 iS 5.206 
0.4 .010 11 Davlow 12 27.225 12 26.956 1183 33.011 
0.4 O15 9 65.382 10 78.207 10 79.019 11 99.284 
0.6 .005 12 2.661 12 2.938 13 2.844 13 3.180 
0.6 010 10 15.143 10 17.078 10 16.651 idl 19.423 
0.6 O15 9 42.163 9 48.244 9 47.318 9 56.582 
0.8 -005 11 1.975 iil 2.143 11 2.064 ih 2.282 
0.8 .O10 9 11.265 9 12.412 9 12.056 Dit: 13.626 
0.8 O15 7 32.941 8 34.838 8 33.996 8 39.156 
1.0 .005 10 1.570 10 1.693 10 1.623 TO 4 Be ar bri 
1.0 .010 8 8.960 8 9.779 8 9.471 8 10.554 
1.0 015 7 24.881 7 27.485 7 26.771 8 30.294 
12 005 9 1.302 9 1.403 9 1.338 9 1.463 
12 .010 8 Wael 8 8.125 8 7.821 8 8.572 
1.2 -015 7 20.675 a 22.450 7 PA Wed tag. Fi 24.086 
1.4 .005 9 1.130 9 1.210 9 1.150 oo 1.247 
14 .010 7 6.324. a 6.802 a 6.555 7 7.165 
1.4 O15 6 17.688 6 19.210 6 18.631 6 20.626 
1.6 .005 8 0.968 8 1.034 8 0.985 8 1.066 
1.6 .010 7 5.589 7 5.992 7 5.735 7 6.239 
1.6 O15 6 15.247 6 16.414 6 15.848 6 17.341 
1.8 005 8 0.873 8 0.934 8 0.884 8 0.956 
1.8 -010 6 4.933 6 5.299 6 5.079 6 5.538 
1.8 -015 6 13.745 6 14.731 6 14.151 6 15.389 
2.0 .005 7 0.772 7 0.826 7 0.783 7 0.847 
2.0 .010 6 4.375 6 4.682 6 4.472 6 4.853 
2.0 015 5 12.445 5 13.368 5 12.911 oel| 14.080 
| 
2.4 .005 7 0.652 a 0.696 7 0.656 Te) 0.707 
2.4 .010 6 3.764 6 4.015 6 3.811 6 | 4.118 
2.4 O15 5 10.018 5 10.684 5 10.253 5 | 11.080 
2.5 005 6 0.632 7 0.671 7 0.637 te 0.683 
2.0 .010 5 3.596 5 3.837 5 3.671 5 3.972 
2:5 O15 5 9.642 5 10.283 5 9.844 5 10.639 
3.0 .005 6 0.509 6 0.544 6 0.511 6 0.551 
3.0 .010 15) 2.881 5 3.066 5 2.914 5 3.139 
3.0 .O15 5 8.459 5 9.002 5 8.557 5 9.216 
Sy -005 6 0.481 6 0.515 6 0.483 6 | 0.522 
374 .010 5 2.718 5 2.892 5 2.742 5 2.953 
Beg O15 4 Tn ae 4 8.207 4 7.892 4 8.490 
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Pressure on the lateral surface Pressure on the lateral 
| and the ends surface only 
L/a hija 3 ; woh Ty Ce q 
| present theory von Mises’s theory | present theory von Mises’s theory 
m | (pofE)X108| nm | (pe/E)X10°} n | (pe/E)x108| 2 | (pe/B) x 108 
3.6 005 5 | 0.439 5 0.468 5 0.441 5 | 0.476 
3.6 .010 5 2.501 5 2.658 5 2.513 Se 2.705 
3.6 015 4 6.599 4 6.990 4 6.700 / ige 7.181 
4.2 .005 5 0.360 5 0.383 5 0.360 5 0.387 
4.2 .010 4 2.072 4 2.202 4 2.091 4 2.244 
4.2 015 4 5.676 4 6.011 4 5.726 4 | 6.129 
4.8 .005 5 0.320 ol 0.340 | 0.320 5 0.344 
4.8 .010 4 1770 ra 1.873 4 1.781 £9 1.902 
4.8 015 4 5.196 Aol 5.485 4 5.219 4 | 5.572 
5.0 .005 4 (0.308 5 | 0.331 4 | 0.349 5 | 0.334 
5.0 .010 45 1.707 4 1.806 a E13 4 | 1.829 
5.0 015 4 5.089 4 5.383 4 5.106 4 5.458 
7.0 005 4 0.214 4 0.225 4 0.213 Aen 0.227 
7:0. |-...010 3 1.290 he 1.350 3 1.298 3 1.374 
7.0 015 3 3.299 Ts 3.446 3 3.317 3 3.498 
10 .005 3 0.159 3 0.168 3 0.159 ar 0.169 
10 .010 el 0.852 3 | 0.886 3 0.851 fe 0.895 
10 015 3 2.615 Desi 2.732 3 2.612 3h 2.749 
| | 
15 .005 3) 0.102 Ceol ec UaLOG 3 0.102 See OL 
15 .010 2 0.688 2°) 0.663 2 0.698 oa 0.668 
15 O15 2 1.574 2 | 1.504 2 1.597 Bell 1.52] 
20 005 3 0.092 3 | ().097 3 0.092 2 0.097 
20 010 ae 0.414 2 i 0.409 2 0.418 2 0.411 
20 015 2 1.157 2 1.109 2 1.169 2 1.119 
30 005 25:1] 0.049 2 (0.050 2 0.049 2 0.049 
30 .010 241 0.309 2-4 0.309 2 0.312 2 0.309 
30 015 2 | 0.996 2 0.973 2 1.003 2 0.979 
40 005 2 | 0.040 2 0.040 2 0.040 2 0.039 
40 .010 os 0.291 2 0.282 2 0.293 2 0.281 
40 015 2 0.967 2 0.934 2 0.973 2a 0.939 
| | 
50 005 ies 0.037 aa 0.035 2 0.038 2 0.035 
50 .010 2 | 0.286 2 0.272 2 0.288 2 0.275 
50 015 oP 0.958 2 | 0.920 2 0.964 2 0.929 
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Grundlagen einer stochastischen Dauerfestigkeitstheorie* 
Von A. Kyrala, Goodyear, Arizona 
Mit 9 Textabbildungen 


I. Einleitung 


Es ist eine natiirliche Erweiterung der Methoden der statischen Festigkeitslehre 
(die hier als bekannt vorausgesetzt wird), auch dynamische Spannungsdénderungen 
im Hauptspannungsraum zeitlich zu verfolgen. Wie iiblich dienen dabei die drei 
Hauptspannungen als kartesische Koordinaten eines Punktes und jegliche Anderung 
des Spannungszustandes fiihrt dann zu einer neuen Lage des Spannungspunktes. Der 
ganze Raum dieser zulassigen Spannungszustaénde entspricht dabei nur einer kleinen 
Umgebung eines einzigen Punktes der materiellen Kérper, so daf fiir eine vollstandige 
Beschreibung der Spannungsverteilung im K6rper eine groBe** Anzahl solcher Haupt- 
spannungsraume erforderlich ware. Wir nehmen aber hier an, dais der Bereich des 
Korpers, wo ein Hauptbruch entsteht, geniigend klein ist, so das er durch einen 
einzigen Spannungszustand beschrieben werden kann. Falls dies nicht zutrifft, kann 
man auch durch eine statistische Mittelwertbildung mehrere Spannungsréume durch 
einen elnzigen reprasentieren. 

Nun weisen Stoffe unter irgendeiner Belastung nur eine endliche Festigkeit auf; 
daraus muB man folgern, da es eine geschlossene kritische Flache um den Spannungs- 
nullpunkt gibt. AuBerhalb dieser Fliche befinden sich Spannungszustande, die einem 
Hauptbruch des Stoffes entsprechen. Nimmt man erfahrungsgemaf im Sinne der 
Theorie der statischen Festigkeit an, daB hydrostatische Spannungen keine bedeutende 
Rolle spielen, dann wird die kritische Flache ein (offener) Drehzylinder um die hydro- 
statische Achse (d. h. um die Gerade o, =o,=0;). Alle Zustande, die sich nur durch 
achsenparallele Translationen unterscheiden, sind dann als gleichwertig anzusehen und 
es gentigt, Spannungszustainde in einem Kreisgebiet (Ursprungsquerschnitt des Dreh- 
zylinders) zu betrachten. Es soll hier betont werden, dai zwar gewisse Einzelheiten 
von dieser vereinfachenden Annahme iiber die kritische Flache abhangen, der allge- 
meine Gedankengang und die Grundbegriffe aber erhalten bleiben, auch wenn man 
von dieser Annahme Abstand nimmt. 

Durch die obigen Uberlegungen gelangt man zu einer Darstellung des Spannungs- 
zustandes im (kiinftigen) Bruchurpunkt als Spannungspunkt innerhalb des kritischen 
Spannungskreises. Ohne Belastung sollte dieser Punkt mit dem Spannungsnullpunkt 
zusammenfallen. Anderungen des Spannungszustandes fithren zu Bewegungen des 
Spannungszustandspunktes. Falls die 4uBeren Belastungen sich rein periodisch 4ndern 
(mit Mittelspannung Null), wird der Spannungszustandspunkt um den Spannungs- 
nullpunkt schwingen, vorausgesetzt, daB der Stoff sich nach jeder Belastung vollstandig 
erholt. Nur fiir ideale Kristalle unter sehr kleinen Belastungen diirfte eine solche 
Annahme annihernd zutreffen. In anderen Stoffen, insbesondere handelsiiblichen 
Metallen und Legierungen, gibt es eine solche Anhaéufung von Fehlstellen, da fast 
jede Belastung (auch weit unterhalb der makroskopisch definierten Flie8grenze) 
unvermeidlich zu irreversiblen Gefiigeinderungen fiihren mu8. Unter Gefiige- 
anderungen werden hier irgendwelche mikroskopische Anderungen des Rauminhalts 
oder der Orientierung eines Stoffelements (als Kontinuum angesehen), die zu einer 


* Der Verfasser mochte hier Herrn Prof. Dr. Heinz Parkus seinen besten Dank fiir vielfache 
Unterstiitzung aussprechen. Auch Herrn Prof. J. M. Lessells sei hier fiir viele anregende Aus- 
sprachen uber einschligige experimentelle Literatur und Ergebnisse gedankt. 

** Nicht unendlich viele, weil Spannungen nicht in physikalisch sinnvoller Weise iiber infini- 
tesimale Gebiete definiert werden kénnen. 
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Anderung des Spannungszustandes fiihren, verstanden. Selbstverstandlich kénnen 
solche lokale Spannungsinderungen trotz fester Werte der makroskopischen Span- 
nungen vorkommen. Man erinnere sich nur, da® fast alle technischen Spannungs- 
messungen tiber Langen durchgefiihrt werden, die gro sind gegen den Korndurch- 
messer. 

Nun iiberzeugt man sich leicht, da der Spannungszustandspunkt bei periodischen 
Belastungen von handelsiiblichen Stoffen sich nicht auf derselben Bahn im Spannungs- 
raum hin und her bewegen, sondern vielmehr eine Irrfahrt ausfiihren wird. Auf 
diese Weise wird es erst méglich, da er zur kritischen Spannungsflaiche gelangen 
kann, auch wenn die Amplitude der Wechselbeanspruchung viel kleiner ist als die 
statische Festigkeit. 

Wesentlich fiir das Verstindnis des Ermiidungsprozesses ist dann die Frage nach 
dem Korrelationsgrad der Spannungsanderungen, die jeden Belastungszyklus begleiten 
Falls vollstandige Unabhangigkeit zwischen den Vorgangen jedes einzelnen Belastungs- 
zyklus herrscht, diirfte man jeden Zyklus als unabhangigen (Bernoullischen) Versuch* 
ansehen. Gewisse Higenschaften des Ermiidungsvorganges kann man tatsachlich durch 
solche Bernoullische Modelle erfassen. Diese werden deshalb in den nachstehenden 
Abschnitten ausfiihrlicher besprochen. AuBerdem wird die Annahme der Zyklus- 
unabhangigkeit sich dem Fall der Hochspannungsermiidung (kleine Lastspielzahl) 
und dem Fall des Schnellbelastungsbruches eher als dem Fall der Niederspan- 
nungsermtidung (groBe Lastspielzahl) anpassen. Infolgedessen kénnen die zwei erst- 
erwahnten Aufgabenkreise als direkte Anwendungsgebiete der Bernoullischen Modelle 
angesehen werden. 

Im Falle der allgemeinen Ermiidungserscheinungen liegt die Sache etwas anders. 
Die Bernoullischen Modelle verzichten auf ein ,,Gedachtnis‘* der Stoffe (d. h. ein Ver- 
halten, abhangig von friher erfahrenen Belastungen). Um ein solches Stoffgedachtnis 
einzufiihren, muB man zu einem Markoffschen Modell tibergehen, d. h. jede Spannungs- 
anderung wahrend eines Belastungszyklus ist von der Spannungsanderung des 
angehenden Zyklus abhangig. So bildet die Gesamtheit der Spannungsanderungen 
eine Irrfahrt im Spannungsraum. Ein besonderer Vorteil dieses Gedankensystems 
ist eine klarere Kinsicht und Prazisierung des Begriffs der unvollstandigen Be- 
schadigung bei (unvollendeter) Ermiidung. Letztere kann man nun quantitativ 
mit IrrfahrtfortschrittsmaBen verfolgen. 

Zunaichst wird von einem Gedankenmodell der geometrischen Wahrscheinlichkeits- 
lehre ausgegangen. Auf der Basis einer strengen Axiomatik wird der Einflu8 der 
Hypothesen auf den geschilderten Ermiidungsvorgang klargestellt. Es wird gezeigt, 
wie die mittlere Belastungsspannung einbezogen werden kann und welche Anderung 
in dem Argument durch Beriicksichtigung einer eventuellen Ermiidungsgrenze bewirkt 
wird. 

Von der vereinfachenden Annahme, da jeder Zyklus ein (unabhangiger) Bernoulli- 
Versuch sei, wird spiter Abstand genommen. Dagegen wird der Begriff ,, Ermitidungs- 
vorgang als Irrfahrtsproblem im Spannungsraum“ eingefithrt und der 
Diffusionsgrenzfall besprochen. Eine formale Majorantenlésung des Irrfahrtsproblems 
mit fester Schrittlinge wird hergeleitet. 

Es sei hier noch auf einen besonderen Unterschied zwischen dem hier vertretenen 
Gedankengang und dem der atomaren Anschauung hingewiesen. In der modernen 
Festkérperphysik versucht man meistens die physikalischen Eigenschaften der Stofte 
auf die der perfekten Kristalle zuriickzufiihren. In vielen Fallen sind damit schon 
bemerkenswerte Erfolge erreicht worden. 


* Entkommen des Spannungszustandspunktes aus dem kritischen Kreis. 
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Es ist aber eine Grundeigenschaft dieser Fragestellung, daB immer ein Vergleich 
mit einem vollstindig geordneten System unternommen wird. Naturgema8 wird mehr 
oder weniger Ubereinstimmung erwartet, je nachdem das untersuchte System weniger 
oder mehr von dem Vorbild der Vollordnung abweicht. Wenn es um eine ausgesprochene 
Unordnungserscheinung geht, kann der Vergleich mit den Kigenschaften der perfekten 
Kristalle Ergebnisse liefern, bei denen nicht einmal Ubereinstimmung zwischen den 
GréBenordnungen der beobachteten und der gerechneten Daten erreicht wird. Kin 
bekanntes Beispiel bietet der Unterschied zwischen theoretischen und beobachteten 
Festigkeiten der handelsiiblichen Metalle. In solchen Fallen ist die Frage naheliegend, 
ob nicht mehr zu erreichen ware mit Vollunordnung als Ausgangspunkt. Von diesem 
Standpunkt aus sind geordnete Systeme als Abweichungen von dem ungeordneten 
Vergleichssystem zu betrachten. Die vorliegende Arbeit wird anfanglich auf einer 
solchen Grundlage aufgebaut. Vorausgesetzt werden Stoffe, die jede differentielle 
Spannungsanderung gleich wahrscheinlich gestatten. Im Gegensatz dazu werden beim 
perfekten Kristall gewisse Richtungen bevorzugt. Der Grundsatz hier ist aber nicht 
einfach Isotropie. Zunachst wird angenommen, daf die betrachteten Stoffe so durch- 
setzt mit Fehlstellen sind, daB bei Wechselbeanspruchung der Spannungszustand 
im Bruchurpunkt nur eine skalare Beziehung zur auBeren Belastung hat. Jede Rich- 
tungsempfindlichkeit soll durch die Gefiigeunordnung unterdriickt sein. 

Indem man schrittweise die Anfangshypothesen durch mildere Beschrankungen 
ersetzt, gelangt man zu einer Irrfahrtstheorie der Ermiidung, welche die Aufstellung 
eines umfassenden Begriffsystems der Dauerfestigkeit ermédglicht. 

Eine solche mathematische Auffassung wirkt klarend auf gewisse Eigenschaften 
des Ermiidungsvorganges. Hinsichtlich anderer Eigenschaften erweist es sich aber als 
vorteilhafter, die Sache mehr von einem physikalischen bzw. atomaren Standpunkt 
zu betrachten. Beide Gedankengange sind zum Verstandnis der Sache von Bedeutung 
und man soll sich dariiber klar sein, da die phanomenologische Zusammenfassung 
der mikroskopischen Vorginge genau so wichtig fiir die Erklarung der physikalischen 
Beobachtungen ist wie die (im letzten Abschnitt der vorliegenden Arbeit gegebene) 
atomare Beschreibung der Einzelprozesse. Man braucht sich nur an das Beispiel der 
Gasdynamik zu erinnern, um die Wichtigkeit der statistischen Beschreibung des 
kollektiven Verhaltens zu erkennen. 


II]. Ausgangshypothesen 


Ks ist eine Grundbeobachtung der technischen Physik, da Stoffe unter der Ein- 
wirkung von duBeren zeitperiodischen Kraften zu Bruch gehen, obwohl die Belastungen 
weit unter der statischen Festigkeit liegen. Diese Erscheinung heiBt Ermiidung! 
und die verminderte Festigkeit der Stoffe heiBt Dauerfestigkeit. 

Man betrachte die Vorginge bei einem Priifstiick, das schon einen Dauerbruch 
durch N Zyklen unter der Belastungsspannung o erlitten hat. Nun wird der Spannungs- 
verlauf in der Umgebung des Bruchurpunkts verfolgt. Zu diesem Zweck stelle 
man sich den Raum der Hauptspannungen vor. Jedem Spannungszustand entspricht 
genau ein Punkt dieses Raumes. Dabei werden folgende Annahmen gemacht: 

1. Es existiert eine kritische Trennfliche (vgl. FlieBgrenzflaiche) in dem drei- 
dimensionalen Raum der Hauptspannungen, und diese teilt simtliche Spannungs- 
zustande in zwei Punktmengen A und B auf folgende Art: 

Kin Spannungszustand der Menge A (einschlieBlich des Nullspannungspunktes) 


1 A. Woehler: Uber die Festigkeitsversuche mit Eisen und Stahl. Zeitschrift fir Bauwesen 
8, 10, 13, 16, 20; 1860—1870. 
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entspricht nie der Entwicklung eines Hauptbruches. Ein Spannungszustand der 
Menge B entspricht immer der Entwicklung eines Hauptbruches im Priifstiick. 

2. Die Entwicklung eines Hauptbruches aus einem Rif ist unabhingig von der 
hydrostatischen Spannung, d.h. der ersten Invariante der Hauptspannungen. Die 
Trennflache ist also zylindrisch. Infolgedessen geniigt es, Spannungszustinde zu be- 
trachten, die in einer Ebene senkrecht zur Zylinderachse vorkommen. Der Durch- 
schnitt der Ebene mit der Menge A heiBt A’. Der Durchschnitt der Ebene mit der 
Menge B heiBt B’. 

3. Die Menge A’ besteht aus allen Spannungspunkten innerhalb eines Kreises 
mit dem Radius o,, wahrend die Menge B’ aus allen iibrigen Spannungspunkten. der 
Ebene (einschlieBlich des Kreisrandes) besteht. 

4. Am Anfang eines willkiirlichen Zyklus der Wechselbeanspruchung ist der 
Spannungszustand im Bruchurpunkt gleich wahrscheinlich irgendeiner der Menge A’. 
Das bedeutet, dali der Spannungszustand in der Bruchurpunktsumgebung vVillig 
unbekannt ist, obwohl die auBere Wechselspannung bekannt ist. Die mittlere Belastungs- 
spannung ist gleich Null vorausgesetzt. Die Ursache dieser Spannungsverzerrung ist 
die angenommene vollige Unordnung der Gefiige. Vor dem Bruchanfang kann der 
Spannungszustand irgendeiner innerhalb des kritischen Kreises sein. Wie vorher 
erwahnt, sind hier handelsiibliche Stoffe im Gegensatz zu perfekten Kristallen be- 
trachtet. 

5. Im Spannungsraum ist die einzige Wirkung eines Belastungszyklus eine Trans- 
lation des Spannungszustandes um den festen (skalaren) Betrag o. Dies geschieht 
gleich wahrscheinlich in irgendeiner Richtung. 

Im Verlauf der vorliegenden Arbeit wird die Wirkung von Anderungen in den 
obenangefithrten Annahmen untersucht. Es ist klar, daB diese nur eine Verein- 
fachung der Tatsachen darstellen und nur als Ausgangshypothesen dienen sollen. 


Ks sei noch erwahnt, da o als skalare KenngréBe des Wechselbeanspruchungs- 
tensors betrachtet wird. Eine Verkniipfung mit ¢ als Projektion der Spannungszustands- 
anderung auf der Ebene A’-+ B’ geniigt, um die Definition von o festzulegen. 


III. Theoretische Ableitung einer Woehler-Kurve 


Nach den Annahmen des letzten Abschnittes ist der Spannungszustand in der 
Bruchurpunktsumgebung am Anfang irgendeines Zyklus durch einen beliebigen Punkt 
innerhalb des Spannungskreises von Radius o, vertreten. Der Belastungszyklus 
verursacht eine Verschiebung des Spannungszustandspunktes nach einer neuen Lage, 
die entweder innerhalb oder auSerhalb (einschlieBlich des Randes) des Spannungs- 
kreises liegen kann. Falls der neue Spannungszustandspunkt innen liegt, kann noch 
ein Belastungszyklus angebracht werden und der Vorgang wiederholt sich. Wenn aber 
der Belastungszyklus den Spannungszustandspunkt aus dem kritischen Kreis hinaus 
verschiebt, wird ein Hauptbruch eintreten und das Priifstiick wird versagen. Darum 
wird die Wabhrscheinlichkeit eines solehen Ermiidungsbruches mit der Entkom- 
mungswahrscheinlichkeit des Spannungszustandspunktes aus dem kriti- 
schen Spannungskreise identifiziert. 

Die Wahrscheinlichkeit, daB die Urlage des Spannungszustandspunktes in den 
Kreisring mit den Radien s und s-+-ds um den Spannungsnullpunkt fallt, ist nach 


Czuber? 
4 __2asds__ 28ds 
Vi gary hone 


(III. 1) 


2 E.Czuber: Geometrische Wahrscheinlichkeiten und Mittelwertbildung, 8. 108. Leipzig: 
1884. 
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Die Wahrscheinlichkeit, da& ein Belastungszyklus eine Spannungsaénderung in der 
Richtung zwischen # und 3+ dé verursacht, ist 

dp,=—. (IIT. 2) 
@ wird dabei als Winkel zwischen dem Radialvektor des Spannungszustandsurpunktes 
und dem Spannungsinderungsvektor o (o=|o |) betrachtet. Die (zusammengesetzte) 
Entkommungswahrscheinlichkeit p ist also 


“¢ ulin seahesoindle 
pix | | dp, dp,= | on of 
Ge oo poate (IIT. 3) 
1 ee = 5 | a sds 


wo « durch o2=s?+o02+2s6 cose bestimmt ist. Das Integral laBt sich mittels 
elementarer Funktionen ausrechnen. Das Ergebnis ist 


2 >t he ae a 
p=, \aresin 2+ A V1—a?} 


Oz Jee aA (IIL. 4) 


0 if 


A 
Abb. 1. Entkommungswahrschein- Abb. 2. Geometrische Deutung 
lichkeit gegen Spannungsverhaltnis der Wahrscheinlichkeit 


Diese Wahrscheinlichkeit p 1aB8t sich geometrisch als Flacheninhalt jenes Teiles des 
Kinheitskreises darstellen, der zwischen zwei parallelen Sekanten liegt, die eine Ent- 
fernung A vom Mittelpunkt haben. Hs ist klar, daB die Entkommungswahrscheinlich- 
keit gleich Eins wird fiir ¢ =2 o,. 

Abb. 1 zeigt die Dauerbruchwahrscheinlichkeit als Funktion des Spannungs- 
verhaltnisses gemafs Gl. (III. 4). Zum Vergleich ist auch die Linie p= / eingetragen. 
Abb. 2 zeigt die obenerwaihnte geometrische Deutung. 

Die erwartete Lastspielzahl N bis zum Bruch kann abgeschitzt werden aus der 
Beziehung* 

N pw tk. (IIT. 5) 


* Ks ist zu beachten, daf§ die Beziehung (III. 5) eigentlich keine Gleichung ist und sogar nur 
eine Bedeutung im Sinn der Bernoullischen Ungleichung* hat. Genauer ausgedriickt lautet (III. 5) 


1 1 
P| |p— y|= 6] saya (III. 5) 


wo P die Wahrscheinlichkeit ist, daB | P— Hy | groRer als ¢ ist. Nur in diesem Sinn und fiir genii- 


gend groBe N kann (III. 5) schlechthin als Gleichung behandelt werden. Mit dieser Vereinbarung 
wird jetzt das Zeichen ~ als Gleichheit geschrieben. 


* H. Cramér: Mathematical Methods of Statistics, p. 196, 197. Princeton: 1946. 


Nie 
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Wire p= 4, dann wiirde sich gema® (III. 5) eine rechtwinklige Hyperbel ergeben. 
Diese ist in Abb. 3 dargestellt. Tatsichlich ist p> d fir 0<12< 1, so daB die Kurve 


1 It 
p 2[aresin A+4V1— 22 ]’ 


(III. 6) 


etwa wie in Abb. 3 gezeichnet, unter die Hyperbel fallt. 


Wenn man die Beziehung (III. 6) in der itblichen Form 
mit der Lastspielzahl als Abszisse und dem Spannungs- 
verhaltnis als Ordinate zeichnet, so bekommt man eine 
Woehler-Kurve, Abb. 4. 

Ganz unabhangig von der besonderen Form der Wahr- 
scheinlichkeitsfunktion p (2) kann die Beziehung zwischen 
p (A) und der Woehler-Funktion 4 (N) mittels (III. 5) be- 
rechnet werden. Man hat: auch 


Abb. 3. Lastspielzahl gegen 


Spannungsverhiltnis 
di 1 d? i Lod 1 
dn age dN? 2a] d/1\} (III. 7) 
ae ial) 
oder mit n=In N 
ada 1 d? 2 1d 1 
i= a 3 a y ag as 
Ne ae a! ine ee | a ; (IIT. 8) 
dave? ne 


Diese Ausdriicke bestimmen die Neigung und die Kriimmung der Woehler-Kurve in 
Abhangigkeit von der Wahrscheinlichkeitsfunktion. 

Die Beziehung (III. 5) zeigt, daB eine Woehler-Kurve der Form 2 VN =1 nur dann 
zu erwarten ist, wenn p=A ist. 


IV. Der Einflu8 der mittleren Belastungsspannung auf die Dauerfestigkeit 


Bis jetzt war angenommen, da der Spannungszustand im Bruchurpunkt mit 
gleicher Wahrscheinlichkeit ein beliebiger Punkt im kritischen Spannungskreis sein 
kann. Um nun die eventuelle Wirkung einer mittleren Belastungsspannung zu erfassen, 
wird diese Annahme durch die folgende ersetzt: 

4’, Am Anfang eines willkirlichen Zyklus der Wechselbeanspruchung ist der 
Spannungszustand im Bruchurpunkt am wahrscheinlichsten ein besonderer Punkt 
der Menge A’. Dieser Punkt wird durch den Spannungsvektor o,, darstellt. 

Bei einer nicht allzu starken Gefiigeunordnung ist also zu erwarten, da’ mit stei- 
gender mittlerer Beanspruchung der Hinflu8 der auf eren Belastung trotz der Un- 
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ordnung zum Bruchurpunkt vordringen wird. Es soll also eine mittlere Spannung O, 
im Bruchurpunkt herrschen oder, mit anderen Worten, die dortige Spannung kann 
nicht gleich wahrscheinlich jeden unterkritischen Wert annehmen, sondern der Wert 
G,, wird bevorzugt (Abb. 5). 

Es ist nun leicht ersichtlich, wie die Ableitungen des vorigen Abschnittes ver- 
allgemeinert werden miissen, wenn (4) durch (4’) ersetzt wird. Der mittlere Spannungs- 
vektor o,, vom Nullspannungspunkt aus reicht bis zum Punkt mit Polarkoordi- 
naten om, Pm auf dem kritischen Spannungskreis. Nun fiihrt man eine Wahrschein- 
lichkeitsdichte y (s,~; Om, Ym) ein, die die Ungleichheit der Zustandswahrscheinlich- 


keiten beriicksichtigen soll. Statt (III.1) hat man jetzt: 
dp, = (8, Ps Om; Pm) 8 ds dy (IV. 1) 


mit der Normierung 


to 
a 


J | Y(S,P3 Om, Pm) Sds dy = 1. 
0 0 


Dagegen bleibt (III. 2) wie vorher 
dé 


a 2a. 


Die zusammengesetzte Entkommungswahrscheinlichkeit wird 


dp 
Abb. 5. Der Einflu8 der 


Mittelspannung 
dann 
Le { fap, ADs, 
so da ne 
Oc 2% 
dhWe | 
pee) favisg: On: Pm) 8 ds dy, 
Oc—o 0 


wo « wieder durch o2=s?+ 07+ 2580 cos « gegeben ist. 

Die Entkommungswahrscheinlichkeit hangt von der besonderen Wahl der Dichte- 
funktion y ab. Trotzdem ist die allgemeine Wirkung eines scharf ausgepragten einzelnen 
Maximums nicht schwer abzuleiten. Fiir den Extremfall, daB y etwa eine Diracsche 
6-Funktion ist, hat man 


peti te), (IV. 3) 


Wenn «,, jetzt durch o,2=o,-+ 07+ 20, 0 cos a, definiert ist, erhalt man fir die 
Entkommungswahrscheinlichkeit p 
04 


— Om a 06> <6; 


OW Orit CRUG, 


Dieses Ergebnis bedeutet, da kein Dauerbruch eintreten wird, solange die Summe 
aus mittlerer Belastungsspannung und Wechselspannung nicht die kritische Spannung 
iberschreitet. Ks steht in unmittelbarer Beziehung zur sogenannten Goodman-Regel?, 
die oftmals im Maschinenbau Verwendung findet. Abb. 6 zeigt eine Goodman-Zeichnung. 

Ubrigens 1aBt sich (IV. 4) auch aus einer elementaren geometrischen Uberlegung 


4 J. Goodman: Mechanics Applied to Engineering 1, Ninth Ed., 634, Longmans, Green & Co. 
(1930). 
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ohne Anwendung der Diracschen 5-Funktion herleiten. Man lasse den Anfangszustand 
mit voller Sicherheit (Wahrscheinlichkeit gleich Eins) dem Spannungspunkt (6m, @m) 
entsprechen. Dann wird leicht ersichtlich, daf die Entkommungswahrscheinlichkeit 


das Verhaltnis zwischen den giinstigen Fallen und der Gesamtmoglichkeitsanzahl = 


if 


ae 
& 


Abb. 6. Beziehung zwischen Mittel- Abb. 7. Geometrische Deutung der 
Spannung und Wechselspannung Beziehung 


Lm f o 
O 


ist. Es stellt sich dann heraus, da8 fiir vorgegebene o, die Dauerbruchwahrscheinlich- 
keit p unveranderlich ist, solange o und o,, Seiten eines Dreiecks (Abb. 7) sind, dessen 
Scheitel auf einem Kreisbogen lauft. 


V. Verallgemeinerungen 


Das oben angegebene Ermiidungsmodell kann auf verschiedene Weise veraindert 
und verallgemeinert werden. 

_ Bis jetzt trat bei der abgeleiteten Woehler-Kurve nur die Asymptotenlinie o=0 
auf. Es ist jedoch leicht ersichtlich, daB ein Ersatz von o durch (o —o;) geniigt, um 
eine Asymptotenlinie o=o, zu erzeugen (Abb. 8). 

Formal ausgedriickt miSte man 
Annahme (5) durch die folgende An- 
nahme (5’) ersetzen. 

5’. Im Spannungsraum besteht die 
einzige Wirkung eines Belastungs- 
zyklus in einer Translation des Span- 
nungszustandes um den festen Betrag 
o—o;. Dies geschieht gleich wahr- 
scheinlich in irgendeiner Richtung. ¢, | 

Die Spannung o heiBt Ermitidungs- 
grenze und ist zugleich die gréBte 
Wechselspannung, die nicht das Ver- 
sagen eines unendlich oft belasteten 
Priifstiickes hervorruft. Streng genom- Abb. 8. Darstellung der Ermidungsgrenze 
men hat dieser Begriff keine physika- 
lische Bedeutung, weil unendlich viele Belastungszyklen physikalisch nicht erreichbar 
sind. Jedoch wurde in Ermiidungsversuchen 6fter beobachtet, daB die Woehler-Kurve 
sogar nach 108 Belastungszyklen immer noch waagrecht zu verlaufen scheint, obwohl 
die Wechselspannung nur etwa ein Drittel der statischen Festigkeit betragt. In 
diesem Sinn wird der Ausdruck ,,Ermiidungsgrenze‘‘ hier angewandt. 

Eine physikalische Berechtigung zur Einfithrung von o, wiirde man auf folgender 
Basis suchen. Man stelle sich vor, daB es einen irreversiblen Energieverlust wahrend 
jedes Belastungszyklus gibt. Nun wird ein gewisser Minimalbetrag der aufgebrachten 
Energie verlorengehen und nur die tibrige Energie kann zur Spannungszustands- 


NV 
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anderung beitragen. Dieser Tatbestand kann schlechthin durch Abziehen von oy 
von o beriicksichtigt werden. Es wird vermutet, daB der Energieverlust zur Wieder- 
orientierung der magnetischen Bereiche dient. Scheinbar wire keine Gefiigeanderung 
damit verbunden. Dies wird in Abschnitt VIII weiter verfolgt. 

Gewisse andere Verallgemeinerungen kénnen vorgeschlagen werden. Die Hypo- 
thesen iiber Lageunabhangigkeit des Spannungsurpunktes und tiber Richtungs- 
unabhangigkeit der Spannungsinderung in den Annahmen (4) und (5) k6nnen durch 
Wabhrscheinlichkeitsdichtefunktionen verindert werden. Z. B. konnte man statt (IIT. 2) 

F 2a 
dp.=g(0)d0; fg (9) d0=1 (V.1) 
0 
schreiben. 

Die Annahme iiber das Vorhandensein einer scharf ausgepragten kritischen 
Spannung o, kénnte dadurch verandert werden, dai man zwei kritische Spannungen oa,’ 
und o,”’ definiert. Zwischen den zwei Spannungen soll es zu einer plastischen Verfor- 
mung kommen und jenseits beider Spannungen soll ein Bruch eintreten. 

Es braucht nicht betont zu werden, daB o, auch als temperaturunabhangig auf- 
gefaBt werden konnte. 

SchlieBlich sieht man, daB alle Annahmen und Folgerungen statt in den Spannungen 
mit gleicher Berechtigung in den Dehnungen ausgedriickt werden kénnen. 


VI. Ermiidungsbeschadigung und Diffusionsgrenzfall 


In den vorigen Abschnitten war der Ermiidungsvorgang als einfache Entkommungs- 
erscheinung im Spannungsraum aufgefaBt worden. Diese Erklarung erweist sich jedoch 
als unzureichend wegen des vollstandigen Mangels an Aussagen tiber eine fortschreitende 
Beschaidigung der Stoffe bei Dauerschwingungen. Um diese Unvollkommenheit zu 
tiberwinden und zugleich ein physikalisch annehmbares 
Gedankenbild der Ermiidungserscheinungen zu gewinnen, 
wird vom Begriff der einzelnen Zyklen als Bernoulli- 
Versuche abgewichen. 
Will man den Begriff einer fortschreitenden Beschadi- 
gung erfassen, so mu man den Zusammenhang zwischen 
der gegenwartigen Lage und den vergangenen Verschie- 
bungen des Spannungszustandspunktes_beriicksichtigen. 
Dies ist unvermeidlich mit irgendeiner summierenden 
Beschadigung durch Dauerschwingbelastung verbunden. 
Die Uberlegung fiihrt zur Vorstellung, daB der Span- 
nungszustandspunkt im kritischen Spannungskreis eine 
Abb. 9. Ermiidung als Ivrfahrt Reihe von Schritten fester GroBe o in willkiirlichen Rich- 

tungen macht. Der Punkt fiihrt mit anderen Worten eine 
Irrfahrt® durch. Der Ermiidungsbruch soll dabei erst auftreten, bis der kritische 
Kreisrand erreicht wird (Abb. 9). 

Die Frage, wie man den Beschidigungsbegriff quantitativ fassen kann, wire 
durch eine zahlenmaBige Ausrechnung des irrfahrtlichen Fortschreitens des Spannungs- 
zustandspunktes. gegen den Kreisrand gelést. Es ist nun wohlbekannt, da8 Irrfahrts- 
probleme unter gewissen Voraussetzungen® iiber den Grenzwert des Schrittzeit- 
verhaltnisses in Diffusionsprobleme iibergehen. Fiir den gegenwartigen Zweck geniigt 
es aber, auf die folgenden Annahmen hinzuweisen. | 


5 W. Feller: Probability Theory and its Applications, Chapter 14. New York: 1950. 
* F. John: Communications on Pure and Applied Mathematics V, No. 2, 155, May (1952). 
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6. Das Kontinuum méglicher unterkritischer Spannungszustinde wird durch das 
quadratische Gitter von diskreten Spannungszustandspunkten ersetzt. 

7. Das Gitterintervall (Schrittweite) ¢ zwischen Spannungszustandspunkten soll 
gentigend klein gegeniiber o, sein, so das die untenstehende Differentialgleichung (VI. 1) 
oe Irrfahrtsvorganges durch die entsprechende Diffusionsgleichung ersetzt werden 

ann. 

8. Die Irrfahrt des Spannungszustandspunktes ist durch das Vorhandensein eines 
kritischen Spannungskreisrandes véllig unbeeinfluBt. Diese Annahme kann héchstens 
als grobe Annaherung an die Grundtatsachen angesehen werden, weil sie riick- 
kehrende Irrfahrtswege auBerhalb des kritischen Kreises erlaubt. 

Wenn p (n, x, y) die Wahrscheinlichkeit ist, da& der n-te Schritt den Spannungs- 
zustandspunkt zum Gitterpunkt («,-y) bringt, so hat man 


p(n+1,x,y)=q{p(n,x+o,y)+p(n,x—o, y)+ p(n, a,y+o)+ p(n, x, y—o)}, (VI.1) 


wo q die fiir jede Richtung gleiche Wahrscheinlichkeit eines Schrittes bedeutet. Die 
Wahrscheinlichkeit, daB der Zustandspunkt stehenbleibt, soll gleich Null sein. Somit 


wird q=t. 
Die Differentialgleichung (VI.1) kann auch in der Form 
Pp (m+ Lym, Ue p (n, x, y)= 
=4{[p (n, +0, y)+ p(n, x—o; y) —2 p (n, a, y)]+ (VI. 2) 
+ [p (n, x, y+o)+ p (n, x, y—o)—2 p (n, x, y)]} 
geschrieben werden. 
Mit der vorher angegebenen Annahme hat, man 


e2 
gi it ~ p(n, x+o,y)+p (n,x—o, y)—2 p(n, x, y) 
32 ; 
oF Se ~P (mt yto)tp (mix, y—o)—2p(m,2,y) (V1.3) 


é 
SP ~ p(n+1, x, y)—p (n, x, y) 


Im Grenzfall hat man die Diffusionsgleichung 
= eel). (VI. 4) 


Eine um den Nullspannungspunkt symmetrische Losung dieser Gleichung in der 
unendlichen Ebene ist 


2 
sf 


p (n, 8) = Aas on, (VI. 5) 


Diese Lésung ist bereits normiert, d. h. 


2% co 


[ |p (n;'8) sdsdd=1. (VI. 6) 
(OueKO 
Daraus ergibt sich als Erwartungswert von s 
E (s)= | [spi 8) sds dp ==" (VI.7) 


or 
Der Erwartungswert von s? 1a48t sich gleichfalls leicht ausrechnen. Man erhalt 
E (s?)= [ [ p (n, s)sdsd3b=o7 n. (VI. 8) 


0 Q 
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Dies ist nichts anderes als das wohlbekannte Ergebnis der Irrfahrtstheorie: Der 
Fortschritt bei einer unbegrenzten GauBschen Irrfahrt ist dem Produkt aus Schritt- 
lange und Quadratwurzel der Schrittanzahl gleich. Daraus kann man mit der hier ver- 
tretenen Irrfahrtstheorie der Ermiidung einen anschaulichen Einblick in die Frage 
der unvollstandigen Beschidigung bei Ermiidungsversuchen mit zeitveranderlichen 
Belastungsamplituden gewinnen und so eine Basis fiir verniinftige Definitionen der 
Beschadigungsmafe vorschlagen. 

Der Hauptzweck eines Beschadigungsmafes ist die Beantwortung der Frage, 
wie viele Belastungszyklen ein Priifstiick noch aushalten wird, nachdem es eine gegebene 
Anzahl von Belastungszyklen unter verschiedenen gegebenen Wechselspannungen 
schon durchlaufen hat. Gewohnliche Dauerfestigkeitsversuche werden bis zum Bruch 
mit konstanten Wechselspannungen durchgefiihrt, aber hier geht es um eine Reihe 
von unvollstandigen Versuchen (das Priifstiick ist noch nicht gebrochen) bei ver- 
schiedenen Spannungen o,; fiir verschiedene Anzahlen n, von Belastungszyklen. 
Als bekannt vorausgesetzt sind die erforderlichen Lastspielzahlen N;, die unter Wechsel- 
spannungen o;, zum Bruche fiihren. Gefragt wird dann, wie viele Belastungszyklen 
unter gegebenen Spannungen noch ertragen werden k6nnen. 

Verwendet man jetzt das oben angegebene Fortschrittsergebnis als Annaherung, 
so ergibt sich als Gesamtfortschritt gegen den kritischen Kreisrand 


ao re. (VI.9) 


Damit das Priifstiick unter diesen verschiedenen Belastungen versagt, sollte der 
Gesamtfortschritt gleich der kritischen Spannung g, sein. Also 


ety Vm = Onn (VI. 10) 
Nun ist die Wahrscheinlichkeit p, eines Bruches unter Wechselspannung o; eine 
Funktion des Verhaltnisses ~~ ; nimmt man zwecks Vereinfachung an, daB 


Ok 


Die: (VI. 11) 


ist, so hat man wegen N;pp~ 1 


Vink 
= W, =! (VI. 12) 
als Bruchkriterium. Ein eventueller Proportionalitatsfaktor andert nur das numerische 
Ergebnis, aber nicht die Gestalt der Beziehung. 

In der Luftfahrttechnik wird haufig (ohne theoretische Begriindung) als Bruch- 
kriterium’ das sogenannte Miner-Palmgren-Kriterium beniitzt, welches lautet: 


Nk 
2 ¥, =): (VI. 13) 


Man erkennt sofort, daB dieses Ergebnis der Annahme eines konsequenten, nicht 
irrfahrtlichen Fortschreitens 
D>) OK MN (VI. 14) 
k 
entspricht. Demgema8 sollte dieses Kriterium konservativer (also auch stoffverschwen- 
dender) als das erste sein, weil es ein schnelleres Versagen behauptet. 
In der Praxis kénnte man eine realistischere Beziehung fiir die Bruchwahrscheinlich- 
keit aus Versuchsdaten gewinnen. Im allgemeinen miiBte man 


“M.A. Miner: Cumulative Damage in Fatigue. J. Appl. Mech. 12, 159—164 (1945). 
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m= (2) oder SI = (Px) (VI. 15) 
setzen. Dann hatte man mit Ni; p,.~1 
i. 1 
S Vm 9 (3) =1 (VI. 16) 


if 
als Bruchkriterium und 
Sm 9(x) (nicht bis zum Bruch addiert!) (VI. 17) 


als BeschadigungsmaB. 


VII. Eine analytische Lésung des Ermiidungsproblems 


Gewisse Kinwande gegen das Ersetzen von Irrfahrtsproblemen durch Diffusions- 
probleme kénnen erhoben werden. Vor allem artet eine Irrfahrt nur dann in einen 
Diffusionsvorgang aus, wenn die Schrittlange hinreichend klein gegentiber dem Gebiets- 
durchmesser ist. 

Ks wird jetzt eine Losung gesucht, die sich iiberhaupt nicht an eine diffusionsartige 
Auffassung des Ermiidungsvorganges anlehnt. Als Ausgangspunkt nehmen wir eine 
allgemeine Lésung der Irrfahrtsaufgabe in der unendlichen Ebene. Diese stammt 
von J.C. Kluyver® und wird in dem bekannten Werk von G. N. Watson? iiber 
Besselsche Funktionen besprochen. Die dort angegebene Lésung laBt sich wie folgt 
schreiben: 


EG is\es 


o——— 8 


Jy (st) Jo ie t)| at, (VII. 1) 


wo P (n, s) die Wahrscheinlichkeit ist, daB der n-te Zyklus den Spannungszustands- 
punkt in eine radiale Spannungsentfernung nicht gréBer als s verlegt. Diese Losung 
wurde durch EHinsetzen des unstetigen Integrals 


35 Wisse. 8 
5 | J, (8t) Jo (nt) dt = (VIL. 2) 
0 O\s, > 8 
aus dem vielfachen Integral 
1 9 ag 
ie saeal---| (d9,-1 dy»... dd, (VII. 3) 


erhalten. Hierbei ist s, der Betrag der Vektorsumme aller Verschiebungen und @, 
sind die Winkel zwischen den aufeinanderfolgenden Verschiebungen. 

Um Irrwege auferhalb des kritischen Kreises auszuschlieBen, braucht man nur 
ein ahnliches unstetiges Integral fiir jede Verschiebung des Spannungszustandspunktes 
einzufiihren. 

Der Anfangsspannungszustand ist durch einen Punkt im kritischen Kreis mit 
radialer Entfernung x vertreten. Man ordnet jedem anderen Punkt das Verhaltnis @ 
zwischen seiner Entfernung vom Anfangsspannungspunkt und seiner Entfernung vom 
Spiegelbild (im kritischen Kreis) des Anfangsspannungspunktes zu. Jeder Punkt 


innerhalb des kritischen Kreises hat dann die Higenschaft @ < ae wahrend jeder 
Punkt auBerhalb des kritischen Kreises der Beziehung @ > = geniigt. Infolgedessen 


verschwindet 


8 J.C. Kluyver: Proc. K. Akad. van Wet. te Amsterdam VIII, 341—350 (1960). 
9 G.N. Watson: A Treatise on the Theory of Bessel Functions, Second Edition, p. 426. 
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(=) i; Eee! ' ‘ VII. 4. 


fiir alle Punkte auBerhalb des Spannungskreises. Fiihrt man jetzt eine ahnliche GroBe on, 
die s, entspricht, ein, so erhalt man fiir die Wahrscheinlichkeit P, dab die Gesamt- 
spannungsinderung (radialer Betrag) nach n Zyklen der Belastung bei einer Wechsel- 
beanspruchung o nicht gréBer ist als s, der Wert P (n, 8, %, o., 6) = 


arate x COE een ae n 
: (==) ee }--| Ma | Fo (94 1) Jo (Set) Sy (80) dt [fate dds. (VIL 5) 


—-nx —-n0 


Die o-Abhangigkeit geht durch s, und g, ein. Hierin soll s, die n-te Vektorsumme 
von # aus sein. Nennt man jetzt die Entkommungswahrscheinlichkeit aus dem kriti- 
schen Kreis $8 (n, 2, 0,, 6), so sieht man sogleich, dah 


% (nv, v, 0, 6) <1— P (n, ¢,— @, X, o,, 0). (VIT. 6) 
Somit kann die Funktion 


P21=P (hh o—7, Ley 8) (VII. 7) 
als MajorantemaB der Ermiidungsbeschidigung angesehen werden. 
Die gleiche Methode mit denselben unstetigen Integralen kann auch auf den Fall 
veranderlicher Belastungsamplituden angewandt werden. 


VIII. Die physikalische Grundlage der Ermiidung 


Die Elektronentheorie der Metalle ergibt statische Festigkeiten von der Gréfen- 
ordnung einiger hunderttausend Atmospharen’. Im Gegensatz dazu liefern Versuche 
mit handelstiblichen Priifstiicken Ergebnisse, die eine oder mehrere GréBenordnungen 
darunter liegen. Die Verschiedenheit wird allgemein durch das Vorhandensein von 
Fehlstellen erklart!!. Diese werden als nulldimensional, eindimensional oder zwei- 
dimensional bezeichnet, je nachdem sie atomare Abweichungen von einer idealen 
Kristallstruktur in drei, zwei oder einer Raumdimension aufweisen. Als Beispiele kann 
man Punktfehler, Versetzungen und Korngrenzen erwahnen. Die ersten zwei Arten 
von Fehlstellen sind in vielen, Korngrenzen dagegen in weniger Veréffentlichungen 
theoretisch behandelt. 

Die theoretische Berechnung der statischen Festigkeit hat ihre experimentelle 
Bestatigung durch Versuche mit sorgfaltig erzeugten EHinkristallen gefunden. Bei 
solchen fast fehlerfreien Hinkristallen sind die theoretischen Festigkeiten tatsaichlich 
erreicht worden??. 

Unabhangig von der Frage, in welchem MaB die verschiedenen Arten von Fehl- 
stellen zur statischen Festigkeitsverminderung beitragen, zeigt die Beobachtung, daB 
die statische Festigkeit handelsiiblicher Metalle und Legierungen ein Volumeneffekt ist. 
Im Gegensatz dazu stellt sich der Ermiidungsbruch als eine Oberflacheneigen- 
schaft dar. Man ist zu diesem Schlu8 durch neuere Versuchsergebnisse gelangt. Es 
wurde beobachtet, da man mit geeigneten Elektropolierverfahren!? Ermiidungsbriiche 
anscheinend beliebig lange durch wiederholtes Polieren hinauszégern kann". 


10 F. Seitz: Modern Theory of Solids. New York: 1940. 

1 A. Seeger: Theorie der Gitterfehlstellen. Handbuch der Physik, Bd. VII, Teil 1. Berlin: 1955. 
2 C. Herring and J. K. Galt: Phys. Rev. 85, 1060 (1952). 

P.A. Jacquet: Electrolytic and Chemical Polishing. Metallurgical Reviews 1, Pt. 2, 157 (1956). 
N. Thompson: Experiments Relating to the Origin of Fatigue Cracks. International 
Conference on Fatigue in Flight Structures in New York, 1956. 
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Legt man dem Ermiidungsbruch das Vorhandensein einer Verdichtung von Fehl- 
stellen auf der Oberfliche zugrunde und fordert man die Existenz einer eindeutigen 
Bezichung zwischen statischer Festigkeit und Dauerfestigkeit, so kommt man zu dem 
SchluB, daB eine Fehlstellenwanderung gegen die Oberfliche hin stattfindet. Diese 
Wanderung und Oberflachenanhaufung ist. dadurch erklart, da8 sie eine Verminderung 
der Verzerrungsenergie veranlaBt. Schon aus der einfachen Uberlegung, da8 ein mehr- 
fach zusammenhangender isotroper Korper unter auSerer hydrostatischer Belastung i. a. 
eine positive Verzerrungsenergie aufweist, erwartet man, daf das Auswandern von 
Fehlstellen mit einer Verminderung der Verzerrungsenergie verbunden ist. In der 
Tat stimmt dieses Ergebnis iiberein mit zahlreichen Berechnungen der Versetzungs- 
energie, die sich als monoton wachsende Funktion der Entfernung zwischen Versetzung 
und Oberfliche ergibt. Beispiele sind in der Literatur! enthalten. Dort ist die Ver- 
setzungsenergie eine logarithmische Funktion bzw. die scheinbare Anziehungskraft der 
Oberflache umgekehrt proportional dem Abstand zwischen Oberfliche und Versetzung. 

Ks wurde schon friiher (Abschnitt V) angedeutet, wie man den Begriff ,,Ermiidungs- 
grenze“ in die Irrfahrtsauffassung des Ermiidungsvorganges einfiihren kénnte. Nun 
wird eine physikalische Basis fiir das Vorhandensein einer solchen Ermiidungsgrenze 
etwas naher untersucht. 

Die Elektropolierversuche zeigen, da®B in einer Dauerfestigkeitspriifung Ermiidungs- 
bruch durch Fehlstellenanhaufung auf der Oberflache verursacht wird. Irgendwelche 
Natureinfliisse, die diese Anhaufung verhindern, werden auch eine Verlangerung der 
Lebensdauer zur Folge haben. Umgekehrt werden anhiufungsbeschleunigende Einfliisse 
zu einer Lebensverkiirzung fiihren. 

Es kann sein, da8 die anhaufungsverhindernden Einfliisse geniigend stark sind, um 
die Anhaufung sehr lange zu verzégern. In diesem Fall wird die Lebensdauer sehr grof, 
also praktisch ,,unendlich“ sein. Dann kann man von einer Ermiidungsgrenze reden. 
Was fiir ein Mechanismus soll dieser Anhaufungsverhinderung zugrunde liegen ? 

Vorausgesetzt sei ein ferromagnetischer Stoff. Bekanntlich sind solche Stoffe in 
kleine Bereiche von eindeutiger Magnetisierung unterteilt. Diese ferromagnetischen 
Bereiche sind voneinander durch sogenannte Blochsche Wande, d.h. Schichten, wo 
die einzelnen magnetischen Momente allmahlich die Richtungsunterschiede zwischen 
benachbarten Bereichen ausgleichen, getrennt. Man stelle sich nun eine Leerstelle 
innerhalb eines Bereiches vor. Geht diese Leerstelle auf einen benachbarten Bereich tiber, 
so mu ihre ehemalige Lage mit Teilchen vom benachbarten Bereich gefiillt werden. 
Wegen des Unterschiedes in der Magnetisierungsrichtung fiir die zwei Bereiche muB 
Arbeit fiir den Richtungsausgleich geleistet werden. Diese Energieausgabe kann durch 
den bekannten Energiebetrag der Blochschen Wand abgeschatzt und in Form einer 
Spannung ausgedriickt werden. 

Fiir Eisen mit einer Blochschen Wand von etwa 300 Gitterkonstantenlangen hat 
man eine Wandenergie von. rund 2 erg/cm!*. Also wird der Wandiibergangsaufwand 
vergleichbar mit einer Spannung o gemaf 


Ob 5 eg 
26 ~ ~ cm? 
mit b—=3x< 10-*cm als Wandstarke und H = 2 x 10! ae als Elastizitatsmodul. 


Man errechnet 
iE 3 
ow 2 \/ eet 2 LO? 2 ~ 2,5 x 10° dyn/cm? 


oder o ~ 2500 kp/cm?. 


1 K.H. Stewart: Ferromagnetic Domains. Cambridge: 1954. 
16 @. Kittel: Introduction to Solid State Physics, p. 186. New York: 19538. 
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Dieses Ergebnis stimmt mit der beobachteten GréSenordnung tiberein. Man sieht, 
daB fiir diesen Spezialfall der Ferromagnetismus eine mégliche Erklarung fiir das 
Vorhandensein einer Ermiidungsgrenze liefert. Ob er als allgemeine Erklarung dienen 
kénnte, miiBte in einem sorgfaltigen Versuchsprogramm studiert werden. Kine Zuriick- 
fiihrung der Ermiidungsgrenze auf Ferromagnetismus wiirde auch das Verschwinden 
der Ermiidungsgrenze oberhalb der Curie-Temperatur (1000° K) verlangen. Dies- 
beziiglich gibt es manchen wenn auch unvollstindigen experimentellen Nachweis. 
Hier diirfte ein wertvolles Gebiet fiir kiinftige Untersuchungen liegen. 


(Bingegangen am 30. Mai 1960) 


Die Bahnkurven eines merkwiirdigen Zwolfstabgetriebes 
Von 0. Bottema, Delft 
Mit 4 Textabbildungen 


Zusammenfassung. Fiir die beiden zwanglaufigen Formen des Wunderlichschen Zwolf- 
stabgetriebes werden die Bahnkurven der Knoten studiert. Hierbei ergibt sich, daB der Gelenks- 
mechanismus aus zwei Parallelogrammen und vier Antiparallelogrammen zu einem Sechzehnstab- 
getriebe ausgestaltet werden kann. 


if 


W. Wunderlich hat unlangst die Existenz eines ebenen Gelenksmechanismus 
nachgewiesen, der merkwiirdigerweise in verschiedenen Stellungen verschiedene 
Freiheitsgrade aufweist!. Er ging dabei aus von dem in Abb. 1 wiedergegebenen 
Getriebe, das zwolf Stabe enthalt, von 
welchen je vier parallel und gleich lang sind: 
DA BC = CB Al D9) Bee 
= A.C! = Di ==p, DG = A B= BAS 
=C"D'=c. In jedem der acht Gelenks- 
knoten kommen drei Stabe ungleicher Lange 
zusammen. Die Konfiguration kénnte als die 
Parallelprojektion eines Wiirfels aufgefaBt 
werden. Das Getriebe hat, wenn einer der 
Stabe festgehalten wird, offensichtlich zwei 
Freiheitsgrade. 

Das System besitzt gewisse Verzweigungs- 
lagen, in welchen simtliche Stabe in eine 
Gerade fallen. Wunderlich hat nun unter- 

Abb. 1. Grundform des Zwolfstabgetriebes sucht, ob aus einer solchen Lage Konfigura- 

tionen hervorgehen kénnen, bei welchen von 

den sechs Parallelogrammen des Systems gewisse in Antiparallelogramme verwandelt 

erscheinen. Er zeigte, dai es Lagen mit zwei, drei, vier und sechs Antiparallelo- 

grammen gibt und wies nach, daB diejenigen mit zwei und sechs Antiparallelogrammen 

immer noch zwei Freiheitsgrade, die tibrigen aber iiberraschenderweise nur mehr einen 
Freiheitsgrad besitzen, also zwanglaiufig geworden sind. 

Wir wollen hier die beiden letztgenannten Mechanismen etwas naher untersuchen 
und die Bahnkurven bestimmen, die ihre Knotenpunkte durchlaufen, wenn man einen 
der Stabe festhalt. 


* W. Wunderlich: Ein merkwiirdiges Zwolfstabgetriebe. Osterr. Ing.-Archiv 8, 224—228 
(1954). 
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II. 


Der Mechanismus mit drei Antiparallelogrammen wird nach Wunderlich in fol- 
gender Weise erhalten: Man sucht eine solche Lage der Grundform auf, bei welcher 
die Punkte A, B, C und damit auch A’, B’, C’ kollinear sind, also auf zwei parallele 


Geraden / und 1’ zu liegen kommen (Abb. 2, wo D” fiir D’ steht); durch Spiegelung 
der drei von D’’ ausge- 


henden Stabe an /’ ent- 
steht dann das fragliche 
Getriebe. Wird beispiels- 
weise der Stab AD fest- 
gehalten, dann kann man 
nur noch die Richtung 
von / beliebig wahlen; der 
Freiheitsgrad ist also 
gleich eins. 

Die zwolf Stabe, die 
in der Grundform gleich- 
berechtigt waren, zerfal- 
len jetzt in drei Gruppen: 
die drei von D ausgehen- 
den Stabe gehoren nur Abb. 2. Zwélfstabgetriebe mit drei Antiparallelogrammen 
Parallelogrammen an, 
die drei von D’ ausgehenden nur Antiparallelogrammen, die restlichen sechs gehéren 
je einem Parallelogramm und einem Antiparallelogramm an. 

‘Wird ein Stab festgehalten, dann bleiben zwei der acht Knotenpunkte in Ruhe, 
wahrend vier andere je einen Kreis beschreiben; es handelt sich also jeweils nur noch 
darum, die Bahnen der beiden restlichen Knoten zu ermitteln. Hierbei sind drei ver- 
schiedene Falle zu beriicksichtigen, je nachdem, welcher Gruppe der feste Stab ange- 
hort. Die Gestalt der Bahnen wird iiberdies noch von den Verhaltnissen der (positiven) 
Langen a, b, ¢ abhangen. 


Ill. 


Der einfachste Fall liegt vor, wenn ein Stab der dritten Gruppe festgehalten wird, 
etwa BC’. Die Punkte A, D, A’ und D’ beschreiben Kreise und es gilt lediglich, die 
Bahnen von B’ und C zu bestimmen; diese beiden Kurven sind aber kongruent, da 
B’C in bezug auf BC’ eine Translation ausfiihrt. 

Wir bezeichnen den (veranderlichen) Abstand der Geraden / und Jl’ mit h, den 
Winkel von / gegen OC’ B mit y, und die Entfernung BC mit r. Dann ist h=a sing, 
und da BC gleich der Projektion des Streckenzuges BA’C auf / ist, so finden wir fiir 
die Polarkoordinaten 7, g von C die Beziehung 


r= |e? — a? sin? p —//6? — a? sin? g. (1) 


Nach Rationalisierung und Kinfiihrung der rechtwinkligen Koordinaten x—=r cos 9, 
y =r sin g ergibt sich schlieBlich fiir die Bahnkurve des Knotenpunktes C die Gleichung 


(2? + y2)?—2 (b?-+c2) (a? + y2) + 4a? y? + (6202)? = 0. (2) 


Die Bahn von C erweist sich also als eine Kurve 4. Ordnung; wir bezeichnen sie in der 
Folge mit K,. 
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IV. 


Die zu den Koordinatenachsen symmetrische Kurve Kk, besitzt die absoluten 
Kreispunkte der Ebene zu Doppelpunkten, ist also bizirkular. Im allgemeinen weist 
sie keinen weiteren Doppelpunkt auf und ist daher elliptisch (vom Geschlecht eins’). 
Formt man die Gleichung (2) um auf 


[v2 — (b —c)2] [72 —(b-Fe)?] +4 a? y?=0, (3) 


so erkennt man nach der Festsetzung b<c, da die Kurve K, in dem Ringgebiet 
zwischen den Kreisen J’, und J’, mit dem Ursprung B als Mittelpunkt und den Radien 
c +b liegt (Abb. 3). Sie berithrt diese Kreise in den auf der -Achse liegenden Scheitel- 
punkten P12 (c +6, 0) und Qi,2(—c+ 8, 0). 
Fiir feste Werte von b und c hangt die Gestalt der Kurve noch von a ab. Lat man 
a die Zahlenreihe von 0 gegen + co durchlaufen, so beobachtet man folgenden Gestalt- 
wandel bei K,: Fir a=0 
zerfallt K, in die Kreise I, 
und J’; fiir 0< a <p, wobei 
p? = b? ¢?/(b2-+c?), besteht 
K, aus zwei konzentrischen 
Ovalen, wobei das aufere 
im Grenzfall a=p Flach- 
punkte auf der y-Achse hat. 
Fir p<a<b erhalt der 
auBere Kurvenzug Einbuch- 
tungen (Abb. 3, I), die fiir 
a=b bis zum inneren Oval 
vorgedrungen sind und An- 
laB zu zwei Doppelpunkten 
auf der y-Achse geben: K, 
zerfallt dann in die beiden 
Kreise mit den Durch- 
messern FQ. und Fog, 
(Abb. 3, II). Bei weiterem 
Anwachsen von a lésen sich 
die Doppelpunkte wieder 
auf und man erhalt zwei 
Abb. 3. Bahnformen fiir den Knoten C bei Fixierung des kongruente, spiegelbildlich 
Stabes BO’ zur y-Achse angeordnete 
Kurvenziige, die fiirb <a <q 
(mit g?—bc) nierenférmig sind (Abb. 3, III) und im Grenzfall a=q Flachpunkte 
in P, und Q, haben. Fiir g<a sind die beiden Kurventeile Ovale, die fiir a=c zu 
Kreisen tiber den Durchmessern P,P, und Q,Q, werden und mit a — co auf die 
Strecken P,P, und Q,Q, zusammenschrumpfen (Abb. 3, IV). 


Im Bereich 0 <a <c laf®t sich die Kurve K, deuten als Schnitt eines Torus mit 
einer Durchmesserebene. Der Torus ist dabei erzeugt zu denken durch einen Kreis 


* Durch Kinfihrung tetrazyklischer Koordinaten &,: &: &: =a: y:— (a+ y?):1 in (2) 
1aBt sich eine eindeutige Abbildung auf die Durchdringungskurve 4. Ordnung der beiden Fliichen 
2. Ordnung &,?+ &,?+ & &=0 und &,?+ 2 (b?+ c?) & & +4 a? & 24 (b?—?)? &,7= 0 herstellen. 
Auf diese Weise kann man auch leicht zu einer Parameterdarstellung von K, mittels elliptischer 
Funktionen gelangen, deren Modul das Doppelverhiltnis der vier Zahlen 0, a2, b?, c2 ist. 
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vom Radius 6, der um eine in der Kreisebene liegende Achse im Zentralabstand c 
rotiert, mithin dargestellt wird durch 


(a? + y? + 22 —b® 4 c2)?— 4 2 (a? + y?) =0. oy 


Kine die x-Achse enthaltende Schnittebene kann angesetzt werden mit z= y tg a: 
fiihrt man in ihr die rechtwinkeligen Koordinaten « und 7=y/cos « ein, so erhiilt 
man wegen z= 7 sin « fiir die Schnittkurve die Gleichung 


(a? + 42 —b? + ¢?)2— 4c? (a2 + 7? sin? x) =0, (5) 


die mit (2) iibereinstimmt, falls sin «= a/c gesetzt wird. LaBt man den Neigungs- 
winkel « von 0 bis 2/2 variieren, so erhalt man ausgehend von den Aquatorkreisen 
uber die Villarceauschen Kreise (II) bis zu den Meridiankreisen (IV) alle in Abb. 3 
wiedergegebenen Formen, jetzt von einem darstellend-geometrischen Gesichtspunkt 
_ aus. — Im Bereich a > ¢ kobnnen die Bahnkurven K, nicht mehr als (reelle) Torusschnitte 
gedeutet werden, hingegen lassen sie sich auffassen als die Meridianprofile von Ring- 
flachen, die durch Drehung eines schraggestellten Kreises erzeugt werden: Der in 
der xz-Ebene liegende Meridiankreis der Torusfliche (3) ist dabei um die x-Achse 
um einen Winkel 6 zu kippen, der sich aus cos B =c/a bestimmt (Abb. 3, V). 


V. 


Wir wenden uns neverlich dem Mechanismus der Abb. 2 zu und setzen jetzt voraus, 
daB ein Stab der ersten Gruppe festgehalten wird, etwa der Stab AD. Nun sind die 
Bahnkurven der Knoten A’ und D’ zu ermitteln, die jedoch nicht gleichberechtigt sind. 

Sei » wiederum der Winkel zwischen AD und /, dann ist A.D’ =r die Projektion 
des Streckenzuges AC’ D’ auf J, und man hat 


r=\b?— a sin? y + |/c? — a? sin p (6) 


als Polargleichung der Bahn von D’. Vergleich mit (1) lehrt, daB es sich wieder um 
die Kurve K, handelt, jetzt mit A als Mittelpunkt und AD als Achse. 

Um die Bahn von A’ zu bestimmen, betrachten wir den Spiegelpunkt S von D 
beziiglich A (Abb. 2); S ist ein fester Punkt, durch den /’ stets hindurchgeht. S.A’ =r 
ist die Projektion des Streckenzuges SD BA’ auf l’, man hat also 


r=2acosy+|/b?—a? sin? y + |/c? — a? sin? y (7) 


und damit die Polargleichung der Bahn A’. Ubergang zu rechtwinkeligen Koordinaten 
x=rcosy, y=rsing fihrt endlich auf die kartesische Gleichung 


(a2 + y®—2a2)*—2 (a? + y2— 2a)? [(b2 0%) (2+ y®)—2 a? y*] + 
+ (b? — 2)? (a? + 2)? =0. (8) 


Da sich die linke Seite nach kurzer Umformung noch durch x? 4- y? kiirzen laBt, erweist 
sich die Bahn von A’ als eine Kurve 6. Ordnung. Dieselbe ist symmetrisch beztiglich 
der w-Achse SAD, hat die absoluten Punkte zu dreifachen Punkten und im Ursprung S 
einen Doppelpunkt. Fiir a=6 zerfallt sie in einen Kreis und eine Kurve 4. Ordnung. 

Ahnliche Resultate ergeben sich, wenn man einen Stab der zweiten Gruppe fest- 
halt, beispielsweise den Stab D’A’: Die Bahn von 4 ist eine Kurve K,, jene von D 
ist eine Kurve 6. Ordnung. 


222 O. Bottema: Die Bahnkurven eines merkwiirdigen Zwolfstabgetriebes 


VI. 


Wir wenden uns nunmehr dem Zwolfstabgetriebe zu, das vier Antiparallelogramme 
aufweist. Nach Wunderlich muf dann die symmetrische Konfiguration der Abb. 4 
vorliegen: Die Knotenpunkte bilden zwei veranderliche konzentrische Rechtecke 
ABCD’ und A’ B’C'D mit parallelen Seiten; die Gelenksparallelogramme A B’'C D 
und A’ BC’ D’ sind gleichfalls konzentrisch und jeweils kongruent. Es zeigt sich nun, 
da hier die Frage nach den Knotenbahnen 
eine héchst einfache Antwort erfahrt, die 
auf einer Eigenschaft des Mechanismus be- 
ruht, welche anscheinend noch nicht bemerkt 
worden ist. 

Beziehen wir die Konfiguration gemaB 
Abb. 4 auf das durch die gemeinsamen 
Mittellinien der genannten Rechtecke ge- 
bildete Achsenkreuz und bezeichnen wir mit 
x’, y' die Koordinaten des Punktes A’, mit 
x, y jene von C, dann gelten fiir die Stab- 
langen die Relationen 


(x + 2)? + (y'— y= a, 
(x' — 2)? + (y’— y)? = 6, (9) 
CB) == BP rel re teithcea ees 
Abb. 4. Zwolfstabgetriebe mit vier Anti. | Aus diesen drei Bedingungen fiir die vier 
parallelogrammen Veranderlichen x, y, x’, y’ folgt zunachst 
einmal die Beweglichkeit des Gelenksystems 
mit einem Freiheitsgrad. Fiihren wir noch die Lange AA’= BB’=COC'=DD'=d 
ein, so gilt fiir diese die Beziehung 


(x’ + a)? + (y' + y= a? (10) 
Aus (9) und (10) folgert man iiber die Identitat 
a?+c?=b? +d? (11) 


die Konstanz der Entfernung d*. Das bedeutet aber, daB man in dem Zwilfstabgetriebe 
der Abb. 4 die Knotenpaare AA’, BB’, CC’ und DD’ durch Stabe der Linge d ver- 
binden kann, ohne die Beweglichkeit zu hindern. Der Mechanismus 1a8t sich mithin 
zu einem Sechzehnstabgetriebe erweitern, ohne daf sich der Bewegungsvorgang andert! 
Die Frage nach den nichttrivialen Knotenbahnen des Getriebes kann nun ohne 
weiteres beantwortet werden: Wird etwa der Stab AC’ festgehalten, dann bewegt 
sich A’ auf einem Kreis um A und CO auf einem Kreis um C’, beide mit dem Radius d. 
Ahnliche Aussagen ergeben sich bei Fixierung irgendeines anderen Gliedes. 


* Die Relation (11) ist der bekannte Ausdruck fiir die Orthogonalitat der Diagonalen etwa 
im Viereck ADBA’. 


(Hingegangen am 21. Juni 1960) 
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Warmespannungen in prismatischen Faltwerken* 
Von G. Valentin, Wien 


Mit 27 Textabbildungen 


Zusammenfassung. Durch verschiedene Temperaturen auf beiden Seiten eines prismatischen 
Faltwerkes treten in diesem Warmespannungen auf. Nach Herleitung der Temperaturverteilung 
werden die allgemeinen Beziehungen fiir die entstehenden Scheibenspannungen und Biegewirkun- 
gen aufgestellt. AnschlieBend werden die Ergebnisse der numerischen Auswertung dieser Aus- 
driicke fiir den einfachsten Fall eines nur zweischeibigen Faltwerkes (Satteldach) in Abhangigkeit 
vom Seitenverhaltnis der Einzelscheiben dargestellt. Die angefiihrten Ergebnisse liefern auch fiir 
vielscheibige Faltwerke dieser Form einen guten Uberblick fiir die Gro8e der zu erwartenden Bean- 
spruchungen. 


I. Einleitung 


Als Faltwerke bezeichnet man raumliche Flachentragwerke die aus einzelnen 
diinnen Platten zusammengesetzt sind, die an ihren gemeinsamen Kanten monolithisch 
miteinander verbunden werden. Die Sonderform der prismatischen Faltwerke entsteht 
durch Aneinanderfiigen von rechteckigen Platten und findet hauptsachlich im Ingenieur- 
hochbau z. B. als Hallendach Verwendung (Abb. 1), wobei sie in der Regel aus Stahl- 
beton hergestellt werden. Die 
einwirkenden auBeren Lasten 
(Kigengewicht, Wind und 
Schnee) werden im wesentlichen 
durch in Richtung der Platten- 
mittelebene wirkende, gleich- 
maig tiber die Starke verteilte 
Spannungen (Normal- und 
Schubspannungen) auf die 
stiitzenden Querscheiben, die 
sogenannten Binderscheiben, 
tibertragen. AuBer diesen 
Scheibenspannungen __ treten 
aber auch noch _  Biegewir- 
kungen, d. h. Biegemomente 
und Querkrafte, in den Platten 
auf, deren Anteil im Verhaltnis Abb. 1. Prismatisches Faltwerk 
zu den Scheibenspannungen 
aber wesentlich von der Form des gesamten Faltwerkes, den Seitenverhaltnissen der 
Einzelplatten und der Art der Belastung abhangt. Diese Beanspruchungen kénnen 
nach einem der bekannten Verfahren ermittelt werden (siehe z. B. Girkmann}). 

Da Faltwerke raumliche Gebilde sind, werden auBer den durch die oben angefiihr- 
ten Lasten hervorgerufenen Beanspruchungen noch weitere Beanspruchungen durch 
die Einwirkung von Temperaturunterschieden entstehen. Diese zuletzt genannten 
Wirkungen sollen in der vorliegenden Abhandlung untersucht werden. Dabei wird 
zunaichst nur die Wirkung der mittleren, gleichmaBig tiber die Plattenstarke verteilten 
Temperaturanderung behandelt, da bei der tiblichen Annahme einer gegeniiber den 


* Die Abschnitte I bis IV der vorliegenden Abhandlung sind ein Auszug einer von der Fakul- 
tit far Bauingenieurwesen und Architektur der Technischen Hochschule Wien genehmigten Disser- 
tation. Referenten: Prof. Dr. G. Heinrich und Prof. Dr. K. Jager. 

1K. Girkmann: Flachentragwerke, 4. Aufl. Wien: Springer-Verlag. 1956. 
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iibrigen Abmessungen kleinen Plattenstirke der Temperaturgradient klein bleibt und 
daher keine wesentliche Abweichung der wirklichen Verteilung von der hier ange- 
nommenen zu erwarten ist. Andererseits liefert bereits diese iiber die Starke konstante 
Temperatur auBer Scheibenkraften auch Biegewirkungen, da es sich bei dem vor- 
liegenden Problem nicht um eine ebene Platte oder Scheibe allein handelt, sondern 
um mehrere ebene Scheiben, die raumlich zusammengesetzt werden. Allen hier 
durchgefiihrten Untersuchungen liegen die iiblichen Annahmen der Elastizitatstheorie, 
namlich ein homogener, isotroper Werkstoff und die Giiltigkeit des Hookeschen 
Gesetzes zugrunde. ; 


II. Die Temperaturverteilung 


Das untersuchte Faltwerk soll, entsprechend der haufigsten Anwendung im Bau- 
wesen, den oberen Abschlu8 einer Halle gegen die 4uBere Umgebung bilden. Am Anfang 
sei die innere Temperatur, die AuBentemperatur und damit auch die Temperatur der 
einzelnen Platten und der Binderscheiben gleich vorausgesetzt. Durch auBere Hinfliisse, 
die hier nicht naher untersucht werden, z. B. durch Erwarmung der umgebenden Luft, 
soll sich nun die AuBentemperatur erhohen. Dabei wird weiters vorausgesetzt, daB die 
Binderscheiben die urspriingliche Temperatur beibehalten; dies ist einerseits eine Folge 
der groBen Warmekapazitait der Binderscheiben, andererseits wird angenommen, dab 
sie mit der AuBenluft 
nicht in Beriihrung kom- 
men. Bei einer gleich- 
Shanes 3S zeitigen Erwarmung der 

Binderscheiben mit der 
Wérievbelgelg oe Umgebung und den an- 
scherbe schlieBenden Platten wiir- 

den ja praktisch gar keine 

inneren Spannungen im 

Faltwerk auftreten. Da 

Zz der Ausgleich des Tem- 
Abb. 2. Bezeichnungen und gegebene Temperaturen peraturunterschiedes 
zwischen Aufen- und 
Innenluft nur sehr langsam erfolgen wird (grofes Innenvolumen), kann der Vorgang 
in guter Naherung als zeitunabhangig, d.h. stationir, angesehen werden. Es wird sich 
dabei eine Warmeleitung in den Platten zu den Binderscheiben und ein Warmedurch- 
gang durch die Platten von auBen nach innen einstellen. Das Verhaltnis dieser beiden 
Anteile ist durch das Verhaltnis von Warmeleitzahl zu Warmeiibergangszahl fiir den 
untersuchten Werkstoff gegeben. In der Querrichtung des Faltwerkes (in Richtung 
der kleineren Abmessung der Einzelplatten) kann der Temperaturverlauf konstant 
vorausgesetzt werden, da die AuSentemperatur konstant ist. Unter diesen Voraus- 
setzungen lat sich die Temperaturverteilung als Funktion nur einer Variablen, und 
zwar der Koordinate in der Langsrichtung, aufstellen. Mit den Bezeichnungen der 
Abb. 2 und unter Verwendung der Kontinuititsgleichung fiir ein Scheibenelement 
erhalt man die Differentialgleichung der Temperaturverteilung (vgl. Melan und 
Parkus?). Sie lautet: 


PUER 
Nérinetber gag 7, Mar meleiting 


a T(x) ket ki 
a x? 10 


Py = oly (1) 


2B. Melan und H. Parkus: Warmespannungen. Wien: Springer-Verlag. 1953. 
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Dabei bedeutet: 4... Warmeleitzahl 
ka... Warmeiibergangszahl auBen 
k;... Warmeiibergangszahl] innen 


6... Plattenstarke (siehe Abb. 2) 
T,... AuBentemperatur (konstant) 
T,... Innentemperatur (konstant) 
T(x)... Temperatur der Platte im Schnitt x 
(von der Binderscheibe an gezahlt) 


Setzt man nun, wie es fiir die meist auftretenden Temperaturbereiche zutreffend ist, 
die physikalischen Gré8en als temperaturunabhangig voraus, so sind nicht die absoluten 
Temperaturen, sondern nur ihre Differenzen maBgebend. Es ist dann zweckmaBig, 
folgende Bezeichnungen einzufiihren: 


Lael 7: tea = Te aT: 
Mit der durch das Material und die Plattenstirke gegebenen Konstanten 


Fp weds ka + ki 

NAD 

und unter Beachtung, daB 7’, = konst. gilt, erhalt man aus (1) die Differentialgleichung 
in der Form 


d? Tx) 
me — Fer = — 75 1 o- (1a) 


Fiir die weiteren Untersuchungen ist es am giinstigsten, alle gesuchten GroBen durch 
unendliche trigonometrische Reihen darzustellen*. Daher soll auch die Temperatur- 
verteilung in dieser F'orm verwendet werden. Entwickelt man nun die rechte Seite der 
obigen Gleichung in eine entsprechende Fourier-Reihe, so lautet die Differential- 
gleichung 


d? F(x) 3 4k, T, \ lise 
dx mare! Bla) = = 4 3 pers gaan) (1b) 


wobei zur Abkiirzung =" =a, gesetzt wurde. 
Die Randbedingungen 


far 2, 0 unde c=): Sentra ht Wats Re ae! Hep aed A 


besagen, daB an den Binderscheiben die Temperatur in den Faltwerksplatten gleich 
der Temperatur in den Binderscheiben und damit gleich der Temperatur 7’, des Innen- 
raumes sein mu; daraus folgt, wie man sich durch Einsetzen leicht tiberzeugen kann, 
die Lésung der Differentialgleichung mit 


aire : 
Lx) = (k 0 \’ 


. eet dh ee SIN & 2X (2) 
cat hi) bn (LF antja®) 


Diese Funktion ist symmetrisch zu 2 = //2 und gibt fiir den gewitinschten Bereich von 
0<a<l die gesuchte Temperaturverteilung in dem Faltwerk an. 


*s. HuBnote to.s. 223. 
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III. Die Scheibenspannungen 
1. Die allgemeinen Gleichungen 


Unter Scheibenspannungen versteht man Spannungen, die in einem Bauteil dessen 
eine Abmessung wesentlich geringer ist als die Abmessungen in den beiden anderen 
Richtungen, gleichmafig verteilt iiber die Starke und in Richtung der Ebene der beiden 
gréBeren Ausdehnungen wirken. Sie rufen nur Verformungen in dieser Ebene hervor, 
abgesehen von Instabilititserscheinungen, die hier auBer Betracht bleiben sollen. 
Man kann sich nun zunachst das Faltwerk in einzelne Scheiben zerlegt denken und in 
diesen die durch die Temperaturunterschiede entstehenden Spannungen und Verfor- 
mungen bestimmen. Aus den letzteren kénnen dann, da der Zusammenhang im ganzen 
System bestehen bleiben mu8, die Biegewirkungen abgeleitet werden, wie in dem nach- 
sten Abschnitt gezeigt wird. 

In einer ebenen Scheibe entstehen immer dann Temperaturspannungen und dadurch 
hervorgerufene zusatzliche Verformungen, wenn die Bedingung 

pe Mea ele 

Si agit A: ==0 
nicht mehr erfiillt ist*. Es werden daher auch infolge des Temperaturverlaufes nach 
Gl. (2) Warmespannungen in den Einzelscheiben entstehen, die unter Beriicksichtigung 
der vorhandenen Randbedingungen aus der verallgemeinerten Scheibengleichung 
bestimmt werden kénnen. Bekanntlich lautet die allgemeine Scheibengleichung, die 
auch Temperaturainderungen beriicksichtigt, 


AAF =—Ba(53+55) 


ay? x 


(3) 


Dabei bedeutet F die Airysche Spannungsfunktion, die in einem kartesischen Koordi- 
natensystem durch die Spannungen folgendermafen definiert wird: 

ar er er 

By Pe am ayn) AR (4) 
Weiters ist unter # der Elastizitatsmodul des Scheibenwerkstoffes und unter « seine 


Warmedehnzahl zu verstehen. Mit Beniitzung der durch Gl. (2) gegebenen Tempera- 
turverteilung und nach Einfiihrung des dimensionslosen Faktors 


a 4 at Ob. ka 
0 (lea + ki) 
lautet nun die Scheibengleichung 
EH Xo a Xn . 
AAF = I oie Se) ae, On X. (3a) 


Die allgemeine Lésung dieser Scheibengleichung kann, unter Beriicksichtigung der 
vorhandenen Symmetrie des Faltwerkes in der w-Richtung und der partikularen Lésung, 
wie folgt angesetzt werden: 


ees | ; 
F= )» sai [An Cof on y + By on y Sito y + Cy Gitte y + Dy on y Cof cen y + 


n=1,3,5 On 
E x, 1 : 
aeTenas (I++ a2/az) | 5 Om % 5) 


Die Koeffizienten A,, B,, C,, und D, sind aus den anschlieBend naher erlauterten Rand- 
bedingungen zu bestimmen. 


* s. FuBnote 2, S. 224. 
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Entsprechend der iiblichen Theorie der Faltwerke und Zylinderschalen werden 
auch hier die beiden Binderscheiben in ihrer Ebene als vollkommen starr, quer zu ihrer 
Ebene als vollkommen biegeweich vorausgesetzt. Denkt man sich nun, wie bereits 
einleitend bemerkt, die einzelnen Platten durch Schnitte an den Faltwerkskanten 
voneinander getrennt (die Binderscheiben werden dabei nicht durchschnitten), so 
entsteht ein System von Scheiben, die auf den Binderscheiben gelagert sind und durch 
die Temperaturanderung beansprucht werden. Daraus folgt aber, daf& die Einzel- 
scheiben an ihren Laingsrandern (entsprechend Abb. 1 die Rander y = konst.) weder 
Normalspannungen in der y-Richtung noch Schubspannungen aufnehmen kénnen und 
diese daher an den beiden Randern verschwinden miissen. Weiters folgt aus der Annahme 
tiber die Binderscheiben, daB an den Schmalrandern der Faltwerksscheiben keine 
Normalspannungen in der x-Richtung (Langsrichtung) auftreten diirfen, wohl aber 
Schubspannungen von den Kinzelscheiben auf die Binderscheiben iibertragen werden 
konnen. 

Es miissen also folgende Randbedingungen erfiillt werden: 


Lit Gags Bova ha C0016 Nis ead fe = ar — 0 (6) 
2 
fiir, y—0-und y=; o, =F = 6 
a F 7) 
fir -y = 0 und y=—d: GET a anigy ae 


Die Randbedingung (6) ist bereits durch den Ansatz (5) erfiillt, da nur der Anteil mit 
sin «, x beriicksichtigt wurde. Die vier Randbedingungen (7) konnen somit durch die 
vier noch unbekannten Koeffizienten erfiillt werden. Fiihrt man in den Gl. (7) die Bezie- 
hung (5) und die entsprechenden Randwerte fiir y ein, so erhalt man als Ergebnis fiir 
die Koeffizienten folgende Ausdriicke: 


A Lx | 1 . B _ Lx 1 Sin an b . 
eee l on (1 + G&n?/a?) ’ mL an (lL + on?/a?) (Cin an b + an b) ’ 
Wie teu A (Gof on b — 1) 


C, See Se IEE. cae, l On (1 Se on” /a*) (Sin tn b a6 On b) 


Damit folgt fiir die Spannungsfunktion gemaB Gl. (5) 


Ex er 1 ; : p 
ae "as 5 en (1 + on?/a?) (Sit on b + on b) TS On FS ier eats) 
— (oj « ee leads, Gans eat a Aa (8) 


SchlieBlich erhalt man mit den Definitionsgleichungen (4) die gesuchten Spannungen 
in der Form: 


OF Em $ 1 . ; 

Oe = Bye = T=, an (Lanta) (Gita + an) [Sin an b (An Y Git on Y + Cof on Y) — 
— (Cof ob — 1) (en y Co} on yY + Sit om y) — nb Co] mn y] sin & x (9/1) 
@F Em (— 1) a: 

6 =58 = 0 ein ahaa) [Sin ob (on y Sin uy 
— Cj ony + 1) — (Coj anb — 1) (on y Cof ony — Sion y) — %nb (Gof eny —1)]sine, x (9/2) 

gt? Uae (al) rf 

txy ax dy 1 ee) 5 &n(L-F ont/a®) (Git dn b + an b) [Sit and + on YOO} on y 

— (Cojo, 6 — 1) on ¥ Sit on Y — Ob Sin a y] COS a, x. (9/3) 


16* 
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Aus diesen Gleichungen erkennt man, daB an den Scheibenschmalseiten nicht nur 
voraussetzungsgemif8 die Normalspannungen o, verschwinden, sondern dafi auch die 
Normalspannungen o, gleich Null werden. Dagegen erreichen die Schubspannungen 
dort ihren gréBten Wert, der von den Binderscheiben aufgenommen werden mu8. 

Im Zusammenhang mit den Scheibenspannungen und den Temperaturanderungen 
treten auch Verzerrungen und Verschiebungen auf. Erst die Kenntnis der letzteren 
erméglicht aber die Aufstellung der Zusammenhangsbedingungen zwischen den einzel- 
nen Scheiben bzw. Platten und bildet somit die Grundlage fiir die Ermittlung der Biege- 
wirkungen in den Einzelplatten. Diese Verschiebungen sollen daher anschlieBend be- 
stimmt werden. Bezeichnet man mit u und v die Verschiebungen eines Scheibenpunk- 
tes in der a- bzw. y-Richtung und bedeutet « die Querdehnungszahl des Werkstoffes, 
dann gelten fiir die Verschiebungen die folgenden Ausdriicke: 


Eu= Ge nce me 


nanw oF | Ex \7 1 ; 
Ey = | (o, — wor + Ha, ZT) dy + Puy = 
OF 4 oF Ex ae 
= {Sa dy Moy i a [ ye ie Ss atlas sin a, cdy + Wy). (10/2) 
“ n=1,3, 


Die bei dieser Integration auftretenden Funktionen ®,) und Y(,) werden fiir tempera- 
turbeanspruchte rechteckige Scheiben mit doppeltsymmetrischem Spannungszustand 
bei unverschieblich gedachtem Scheibenmittelpunkt zu Null und sind daher in der Folge 
nicht weiter zu beriicksichtigen. Man erhalt somit aus den Gl. (10) unter Bentitzung 
der Gl. (8) fiir die Verschiebungen die Beziehungen: 


% (1) ; : 
= Se ew (UH astiat) (Gina b + ead). (SM MO LL) Gay Cin eg > D+ 


+ (1— p) Coj om y] — (Gof a 6 — 1) [(L + pw) on y Gof om y + (1— mw) Sin a y] — 


— oa, b (1 + ps) (Wof on y — 1)} cos a x (11/1) 
Paar (— 1) 
ing Te egy ae (Lt wba?) (Git onb panby (Sit ond [1 + 4) ny COf on y— 2 Sit Om y] — 


— (Cof nb —1) [(1 4-4) ony Sin on y— 2 Cof an Y] — ond (1+) Sinan y} sin a, x. (11/2) 


Fir die Verschiebung am Scheibenlingsrand y = 0, die fiir die Zusammenhangsbedin- 
gungen spater bendtigt wird, erhalt man schlieBlich den Ausdruck 


2s Se —_(=1) (Gof an b — 1) : 
a SY — 
(2), =o l : 3.5 “On? (1 + cn? 2/a2) (Gin an on Bb + cn b) SUE han (12) 


2. Numerische Auswertung 


Um iiber den Verlauf der Scheibenspannungen grundsiatzliche Aussagen machen 
zu k6onnen, miissen die Spannungsgleichungen (9) numerisch ausgewertet werden. 
Dazu ist es aber erforderlich, gewisse Zahlenwerte anzugeben, da eine allgemeine Aus- 
wertung dieser Summen nicht moglich ist. Die Berechnung soll fiir verschiedene Seiten- 
verhaltnisse der Einzelscheiben durchgefiihrt werden, da diese von wesentlichem Ein- 
flu8 auf den Spannungsverlauf sind. Bezeichnet man das Seitenverhaltnis der Einzel- 
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scheibe mit £ = 1/b als Schlankheit der Scheibe, dann soll die Spannungsverteilung 
fiir folgende Werte untersucht werden (Abb. 3): 


B = 2 als unterster Grenzwert, da kleinere Schlankheiten fiir prismatische Faltwerke 
kaum in Betracht kommen. 

B = 3 als Zwischenwert. 

B = 5 als oberer Grenzwert, da bei gréBeren Schlankheiten nennenswerte Spannun- 
gen infolge einer derartigen Temperaturverteilung nicht zu erwarten sind. 

Zur Erleichterung der zahlenmaBigen Aus- 

wertung wird fiir alle Seitenverhaltnisse die 

Lange gleich gro8 mit J = 10,00 m _ voraus- 

gesetzt. 

Entsprechend der haufigsten Ausfiihrung 
der Faltwerke aus Stahlbeton wird diese 
auch der numerischen Auswertung zugrunde 
gelegt. Daraus folgt nach Bruckmayer® 
eine mittlere Warmeleitfahigkeit mit 4 = 
2,0 kcal/mh°C, eine 4uBere Warmeiibergangs- 
zahl (unabhaingig vom Werkstoff) mit kh, = 
20,00 kcal/m? h°C und eine innere Warme- Abb. 3. Die Seitenverhaltnisse 
iibergangszahl fiir einen Ubergang von oben 
nach unten, wie er hier vorausgesetzt wurde, mit k; = 5,00 kcal/m? h°C. SchlieBlich 
wird die Starke der Scheiben bzw. der Platten mit 6 = 10 cm festgelegt. Somit folgt 


ka+ hi 200+ 5,0 


oe SOOO *M ea 
= 125,0m-3: 


Die Ergebnisse der Span- 
nungsberechnung werden als 
EKinheitswerte o* und t* ange- 
geben, d.h. fiir ein Material 
mit H = 1 kg/cm? und % = 
1020-1 “ber -7', = 10°C, um 
eine méglichst allgemeine Ver- 
wendung zu erméglichen*. Man 
erhalt aus diesen Werten die 
wirklichen Spannungen nach Gayo Ys — Ys ig 
der Beziehung :; 

Ga ote Lean 1 53% (65) yably (Cx )ry~ 3d /y 

c= t*- Boy: Ty. : 
Diese Einheitswerte werden 
auch in den folgenden Span- 
nungsbildern (Abb. 4 bis 9) 
angegeben, die den Verlauf der 
Scheibenspannungen in Ab- 
hangigkeit von der Schlank- 
heit 6 in Schnitten y = konst. ~ 
und 2 = konst. zeigen. Abb. 4. Die Scheibenspannungen ox 


ics 


3. Bruckmayer: Der praktische Warme- und Schallschutz im Hochbau. Wien: Deuticke. 
1949. 

4Vgl. auch K. Kléppel und W. Schénbach: Warmespannungen in rechteckig berandeten 
Scheiben. Der Stahlbau 27, 122—125 (1958). 
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* 
100 G;, 


* 
60 (6, Je ify 


Abb. 5. Die Scheibenspannungen ox 


x 
0. Oy 


(€y"/a-1/s0 


Abb. 6. Die Scheibenspannungen oy 


(Exy Dy ify ri (Egy) yd 


Abb. 7. Die Scheibenspannungen oy = 
b 


Fir die Beurteilung der 
Beanspruchung und fir die 
Ausfiihrung sind, besonders im 
Stahlbetonbau wegen der Be- 
wehrung, auch noch die Haupt- 
normalspannungen von Inter- 
esse. Diese kdénnen aus den 
Werten o,, o, und t,, nach den 
bekannten Gleichungen 


Os, == 4 (Ox ae Oy) zl 
ke 
2 


tg 2a 


ermittelt werden. Mit diesen 
Hauptnormalspannungen und 
ihren Richtungen kénnen dann 
die Hauptnormalspannungs- 
trajektorien bestimmt werden. 
Ihre Tangenten geben in jedem 
Punkt die Richtung der Haupt- Abb. 9. Die Wirkungsrichtungen der Schubspannungen 
normalspannungen an, dabei ist | 
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aber zu beachten, daB die 
GroBe der Hauptnormal- 
Sspannungen lings der Tra- 
jektorien veranderlich ist. 
Fiir die verschiedenen Sei- 
tenverhaltnisse sind diese 
Hauptnormalspannungs- 
linien in der Abb. 10 dar- 
gestellt. 

Der Vollstandigkeit hal- 
ber wurden schlieBlich noch 
fir das Seitenverhaltnis 
f = 2 die Linien konstanter 

Hauptnormalspannungen 
angegeben, die deutlich 
zeigen, in welchen Bereichen 
der Scheiben die grédBten 
Beanspruchungen auftreten 
(Abb. 11). 

Die gréBten auftretenden 
Spannungen _ liegen __ bei 
100 o* = 60,0 kg/cm?; da- 
raus folgen z. B. fiir die Zah- 
lenwerte H = 200000kg/cm?, 
eee, On” CON st = 
25,0°C die gréBten Span- 
nungen mit 


Gen Le Ge kD ef 
0,60: 2-105-1,20-10-5- 
- 25 = 36,0 kg/em?. 


| 


Bei Druckbeanspruchung 
entspricht dieser Wert zirka 
20% der Prismenfestigkeit 
des Betons (Beton B 225 vor- 
ausgesetzt), Zugspannungen 
in dieser GroBe k6nnen vom 
Beton allein nicht mehr auf- 
genommen werden, sondern 
sind zur Ganze durch die 
Bewehrung weiterzuleiten. 

Dabei ist noch zu beriick- 
sichtigen, da®B den hier nach- 
gewiesenen Spannungen, die 
allerdings nur in beschrank- 
ten Bereichen in dieser GroBe 
auftreten, noch die Span- 
nungen aus den _ Biege- 
wirkungen und den auBeren 
Lasten zu iiberlagern sind. 


wi 
le 
| 


fe 


C=1000m 


460 50740 


o, (Zug); 


Abb. 10. Hauptnormalspannungslinien 


o, (Druck) 


b-5§00m 


i 
l-1400m ene 


Abb. 11. Linien konstanter Hauptnormalspannung fiir 6 = 2 
10 bedeutet ... 10-(1000*) 


aR WALL ia ob o, (Druck) 
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IV. Die Biegewirkungen bei frei drehbarer Lagerung 
an den Plattenschmalseiten 


1. Die allgemeinen Gleichungen 


Die im vorigen Abschnitt angegebenen Beziehungen liefern die Spannungen und Ver- 
schiebungen der unabhangig gedachten Einzelscheiben des Faltwerkes infolge Tempe- 
raturanderung. Im gesamten System, dem Faltwerk, kénnen diese Verformungen 
aber nicht unabhangig in jeder Scheibe fiir sich erfolgen, sondern sie werden durch den 
Zusammenhang an den steifen Kanten in eine ganz bestimmte Abhangigkeit gebracht. 
Dadurch wird eine Verformung der Einzelscheiben normal zu ihrer Mittelebene hervor- 
gerufen, die das Auftreten von Biegespannungen und Querkraften bedingt. Es wirken 
also die Faltwerksscheiben auch als Platten, die auf den Binderscheiben gelagert und 
an den gemeinsamen Kanten steif miteinander verbunden sind. Bei dieser Beanspru- 
chung entstehende sekundare Scheibenspannungen sind so gering, da8 ihr EinfluB 
auf die Verformung der Einzelscheiben vernachlassigt werden kann. 

Um die weiteren Untersuchungen méglichst iibersichtlich fiihren zu k6nnen, 
wird der einfachste Fall eines Faltwerkes vorausgesetzt, namlich ein ,,Satteldach* 
bestehend aus zwei Faltwerksschei- 
ben, zwei Binderscheiben und zwei 
Randtragern (Abb. 12). Die Lagerung 
s des gesamten Systems ist dabei 
statisch bestimmt angenommen, so 
daB zusatzliche Zwangskrafte ver- 
mieden werden. Grundsatzlich ]aBt 

y sich dieses Verfahren auch auf Falt- 
Aandréger -werke mit beliebig vielen Scheiben 
anwenden, es miissen nur alle er- 
forderlichen Zusammenhangsbedin- 

gungen eingefiihrt werden. Die Er- 


LZ 
Binderscherbe 


mittlung der Unbekannten fiihrt 

| dann auf ein umfangreiches lineares 
Gleichungssystem, das die Biege- 

Abb. 12. Zweischeibiges Faltwerk (Satteldach) flachen aller Platten miteinander 


verkniipft; seine Lésung wiirde einen 
grofen Rechenaufwand erfordern. Die grundsatzlichen Aussagen lassen sich jedoch 
bereits an dem einfachsten Fall gut erkennen, der daher ausfiihrlich behandelt werden 
wird. 

Fiir eine beliebig gelagerte und belastete diinne Platte laBt sich aus den Gleich- 
gewichtsbedingungen am Plattenelement unter der Voraussetzung kleiner Durchbie- 
gungen im Verhialtnis zur Plattenstarke folgende Gleichung, die sogenannte Platten- 
gleichung, ableiten*. 


P(x, 9) 
AAw=*;> (13) 
Dabei bedeutet: w...Verschiebung eines Plattenpunktes quer zur Plattenmittel- 


ebene, d. h. in der z-Richtung 
P (x,y) ---Flachenbelastung der Platte 


...Plattensteifigkeit 


* 5. FuBnote 3, S. 223. 
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Sind durch Lésung dieser Differentialgleichung unter Beachtung der gegebenen 
Randbedingungen die Verschiebungen w iiber den ganzen Plattenbereich ermittelt, 
dann kénnen daraus die in jedem Punkt vorhandenen SchnittgréBen der Platte, nim- 
lich die Biegemomente, die Drillungsmomente und die Querkrifte, aus den folgenden 
Beziehungen bestimmt werden: 


aw a2 w a2 w a2 w 
Ma K(3 + bh Fal my = — K( 


aw 
ay Sa) 3 May = (1 — i) Bogs (14) 


Ox dy’ 
) 
@=—Kz(4v); G=—Kz (Av). (15) 


Man erhalt somit fiir jeden Rand drei RandschnittgréBen. Mit der oben angegebenen 
Plattengleichung konnen wegen der vorausgesetzten Vereinfachungen an jedem Rand 
aber nur zwei Randwerte befriedigt werden. Man faBt daher die Querkrafte (Scherkrafte) 
und die statisch den Randdrillungsmomenten gleichwertigen Ersatzscherkrafte zu- 
sammen und erfillt fiir diese gemeinsam die Randbedingungen bzw. ermittelt so die 
Auflagerkrafte. Die Ausdriicke lauten: 


a hg 

Ge = Oe ay =—K|Fe+@—wWseae| Get) 
aM: Cha a 

@ =a + G2 =—K|Fe+ 2-H) g57| (16/2) 


Wendet man alle diese Beziehungen auf das vorliegende Problem an, dann ver- 
einfacht sich zunachst die Plattengleichung (13) zu 


AeA Wia= 0; (13a) 


da: durch die Temperaturanderung keine Flachenlasten auf den Platten entstehen 
bzw. vorhanden sind, sondern nur Verformungen an den Randern infolge der steifen 
Kanten die Ursache der Biegewirkungen sind. Welche Randbedingungen sind aber der 
Ermittlung der SchnittgréBen zugrunde zu legen ? 

Entsprechend den im vorigen Abschnitt fiir die Scheibenrandbedingungen aufge- 
stellten Annahmen fiir die Binderscheiben kénnen auch bei Biegewirkungen keine Span- 
nungen in der Plattenlangsrichtung und daher auch keine Biegemomente m, aufgenom- 
men werden. In ihrer Ebene besitzen aber die Binderscheiben voraussetzungsgemaB 
eine groBe Steifigkeit, so daB die Platten an ihren Schmalseiten als frei drehbar und 
langsverschieblich, aber vertikal unnachgiebig gelagert angesehen werden kénnen. Am 
aiuBeren Langsrand (y = b) wird vorausgesetzt, daB er sich in der Plattenebene unge- 
hindert verformen kann, aber normal zur Plattenebene unnachgiebig gelagert ist. Es 
miissen daher an diesem Rand die Biegemomente m, verschwinden. Praktisch kann diese 
Lagerung z. B. durch einen torsionsweichen, aber doch nicht zu hohen Randtrager mit 
guter Naherung verwirklicht werden. Alle tibrigen Plattenlangsrander (in dem betrach- 
teten Sonderfall ist es nur mehr ein Rand) sind Rander, deren Verschiebungen 
und Drehwinkel durch die Zusammenhangsbedingungen gegeben sind und daher aus 
diesen berechnet werden miissen. Man erhalt also eine Platte mit den in Abb. 13 ange- 
gebenen Randbedingungen fiir die Ermittlung der Biegewirkungen. Bei dem vorliegen- 
den Satteldach sind die Zusammenhangsbedingungen an der gemeinsamen Kante 
(Firstkante) sehr leicht zu formulieren. Die steife Kante liegt in der Symmetrieebene 
des Systems (Abb. 14) und kann sich daher nur in dieser Ebene verschieben (beidseitige 
Temperaturerh6hung wurde ja vorausgesetzt). Da aber auch der Winkel zwischen 
den beiden Platten erhalten bleiben mu8, folgt daraus als erste Bedingung entsprechend 
dem gegebenen Koordinatensystem: 


(Fy )a0= : es) 
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Weiters sieht man aus Abb. 14 (die einen Querschnitt des Faltwerkes im Abstand x 
vom Rand zeigt), daB zwischen der Verschiebung (v), _» =) und der Durchbiegung w, 
an diesem Rand die Beziehung 

wy = v9 ctg p (18) 


gelten muB. Dabei bedeutet g ...Neigungswinkel der Einzelscheibe bzw. Platte 
gegen die Horizontale 
v) ...Randverschiebung nach Gl. (12) 


Die Gl. (18) liefert somit die Verkniipfung der Scheibenbeanspruchung mit den Biege- 
wirkungen. 


eke 


ae 
ox 
ae 
Stee 
= 


Tre! drehbar gelager? 


J 
Abb. 13. Die Randbedingungen der Einzelplatte Abb. 14. Querschnitt und verformtes System 


Aus den oben getroffenen Festlegungen folgen die Randbedingungen der tibrigen 
drei Rander im Koordinatensystem: 


a e2 32 w 

fir 0 cand? a |S al= 0a K(Ge twas) = 0 (19) 
; , (02 w 02 w : 
firey =o: Ww — OR Sty —— Re tea) = 0. (20) 


Der Reihenansatz der Biegeflache zur Losung der Gl. (13a), mit dem bereits ein Teil 
der Randbedingungen von vornherein befriedigt wird, lautet: 


TEN Peso A ‘ 
w= DS s5(UGofanry + Bron y Sin om y + Cn Sit ony + Drony Gof x, y)sin a,x. (21) 
R=lss, ie 


Dabei bedeutet wieder 


Der Ansatz erfillt die Randbedingungen (19), da nur die ,,sin‘‘-Funktionen beriick- 
sichtigt wurden. Die geraden Glieder wurden wieder weggelassen, da auch hier die 
Beanspruchungen symmetrisch zu x = //2 sein miissen. Es bleiben daher die vier Koeffi- 
zienten U,, B,, ©, und D, zur Erfiillung der vier Randbedingungen der Gl. (17), (18) und 
(20). Fihrt man nun den Ansatz (21) in die Randbedingungen ein und ermittelt die 
Koeffizienten, so erhalt man die Ausdriicke: 


y 2x ctgp (Gof arb — 1) 

ant L (1+ opt/a?) (Gitanb+ an b) 
iy one 2xctgp Sin an b Cof an b (Co xn b — 1) 

fs 1 (1 + on?/a?) (Gin On b + On b) (Sin Xn b oj Xn b at 89.474 b) 
(EIS 2 x» ctg p Gof? an b (Col an b — 1) 


Ee 1 (1 -{- otn®/a*) ¢ (Sin Xn b + an b) (Gin an Ob oj an b ema’. 1 b) 
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Damit lautet die Gleichung der Biegefliche 


wa — 2moctee as (Cof an b — 1) 6 
Y Sas PUP aay Grab Eat [Coley — (22) 
Sin 2 an b (Gof 2 ab + 1) 


(Sin 2 on — Danby) mY Sitan y F (Gin 20,6 —2aab) (On Y Coj my — Sint an y)| SIN oy 2. 


SchlieBlich liefert die Gl. (22) mit den GI. (14) die gesuchten Biege- bzw. Drillungs- 
momente der Platte mit: 


=x 2K x ctg p 7 (Cof en b — 1) 3 
ip : n= 13,5 (t+ On /a?) (Sin an b + ap b) 1 — 4) Gof a y¥ — 
Sin 2 an b 
~ (Git Pond — Dandy LL — wv) om y Sin a, y — 2 Cof a, y} + 
(Cof 2 op b + 1) } 
T Gin 2anb —2a,b) (1 —H) om y Cof om y — (1 +p) Sin a, Y)| SiN op x (23/1) 
_ 2Kactgp (Cof an b — 1) 3 os 
oe l n=1,3,5 (1 + an?/a?) (Sin on b + on b) \(1 — p) Goj on Y — 
Gin 2 an b 
(Sin 2 an b — 2 cin b) [(1 — 1) On y Sit on y + 2 Cof on y] + 
(Gof 2onb + 1) 
+ Gin Qa,b = 3a,5 (1 — 1) ty Cof om y + (1 +p) Gin a y)jsin on (23/2) 
2K x etg p rer (Cof on b — 1) a 
WS MEH) 2 UF ata) (Em mb Fond) [OM Me Y — (23/3) 


Sin 2 cin b (Cof 2 amb + 1) 
(Gin Dam b — Day by (An YOO) on y + Sit om y) 4 (Sit 2 amb — Demy by MY SM An Y| COS oy 2. 


Aus der letzten Gleichung ist sofort zu erkennen, da am Rand y= 0 (an der Firstkante) 
die Drillungsmomente verschwinden. Dies folgt bereits aus den Randbedingungen, 
da langs dieser Kante die Neigungswinkel der Biegefliche normal zum Rand auf 
Grund der Symmetrie verschwinden miissen. Damit fiihrt Gl. (16) zur Beziehung 


(Jy), =0 = (y)y=0- 
Es ergeben sich daher die folgenden Ausdriicke fiir die Scherkrafte: 


aS 2K x, ctr or i, on(Cofenb—1) ; 
doe 1 is UF ante (Gin anb Fare) Ot — #) Gof om y — 
Sin 2 anb aire - 
(Eira,b —dasby (1 — Hw) om y Sin on y + 2 (2 —w) Cof am y] + 
Cof2cnb+1 : oe : 
abet ae [(1 — #) on y Go} a y +- (3 — w) Sin a y)} COS &, x (24/1) 
st 2Kxu ctgp on (Coj on b — 1) f 
DOS es i soa (i fp an2/a%) Ginanb-panb) \( — #) Sit om y — 
— epee [l — 1) an y Cojo y — (1+ 1) Git om + 
(Gin 2 an b — 2 wpb) [) On Y LO) On Y Lt in 
Coj20nb +1) ; 
Shey [1 — #) ony Sin a, y — 2 Co} a, y)} SIN o% X (24/2) 
2Kxuctep cn (Cof an b — 1) 2 (Cof2anb+ 1). : 
(G)-.=— , D+ ant[a?) (Camb fond) (Sinan b —Za_b) SI en ®. (25) 


Mit den Gl. (23), (24) und (25) sind die allgemeinen Beziehungen fiir die Biegebeanspru- 
chung gegeben, deren Auswertungsergebnisse im nachsten Abschnitt angegeben werden. 
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2. Numerische Auswertung 


AuBer den bereits bei der Ermittlung der Scheibenspannungen angefiihrten Zahlen- 
werten sind zur Bestimmung der Biegewirkungen noch weitere Angaben erforderlich. 
Vergleicht man die Beziehungen (9) mit den Beziehungen (23) und (24), so erkennt man, 
daB wohl die Scheibenspannungen, nicht aber die Biegewirkungen von der Quer- 
dehnungszahl « unabhaingig sind. Auf Grund von vielen Versuchen wurde festgestellt, 
daB die Querdehnungszahl bei Beton von der jeweiligen Laststufe abhangig ist? und 
mit wachsender Beanspruchung zunimmt. Da hier, 
wie die Auswertung zeigt, hohere Beanspruchungen 
nur in beschrankten Bereichen auftreten, kann fiir 
die weitere Berechnung die Querdehnungszahl » = 0 
gesetzt werden (eine Annahme, die in der Regel fiir 
Flachentragwerke aus Stahlbeton getroffen wird). 
Der Neigungswinkel der beiden Faltwerksplatten soll 
Abb. 15. Die positiven Richtungen Y = 30° und damit tg y = 1,732 sein. Fiir alle iibrigen 

der Biegemomente __ GroBen gelten dieselben Werte wie im Abschnitt IIT/2. 


fp My Te= Yao 


Uz 2uf3 


4l/s Ifo /eg\T 


* 
y | De Oy le-Ye 
y 


Abb. 16. Die Biegemomente my Abb. 17. Die Biegemomente my 


°K. Jager: Festigkeitsnachweis im Stahlbetonbau. Wien: Manz. 1948. 
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Auch fiir die Biegewirkungen sollen die Werte so allgemein als méglich angegeben 
werden, daher sind wieder Einheitswerte m* und q* in den Diagrammen eingetragen. 
Man erhalt, wie bei den Scheibenspannungen, die wirklich auftretenden Momente und 
Scherkrafte nach den Beziehungen: 


Via 1 Oo, Loe el Sgt ep 
Die Summen in den Ausdriicken (23/1) und (23/2) konvergieren fiir den Rand y = 0 


schlecht, sie konnten jedoch dank dem Entgegenkommen des Herrn Prof. Dr. R. Inzin- 
ger, Vorstand des Mathematischen Labors der Technischen Hochschule Wien, auf der 


= Sa 
U3 abfg 41/5 


01," ¥ 
v (Mz I< bft0 
Abb. 18. Die Biegemomente m: Abb. 19. Die Biegemomente mx 


elektronischen Rechenanlage des Labors mit der erforderlichen Genauigkeit bestimmt 
werden. Die Ergebnisse der umfangreichen zahlenmafigen Auswertung aller oben ange- 
fiihrten Beziehungen sind in den Abb. 15 bis 24 dargestellt. 

Wie bei den Scheibenspannungen die Hauptspannungen, so sind bei den Biege- 
beanspruchungen die Hauptmomente von wesentlichem Interesse. Ihre Richtung gibt 
im Stahlbetonbau die ideale Richtung fiir die Biegebewehrung an, ihre Grofe ist fiir 
die Bemessung der Plattenstirke und der Bewehrung maBgebend. Die Beziehungen 
haben die gleiche Form wie die Hauptspannungsgleichungen und lauten: 


2Mxy 
(mx — My) * 


m1,2 = 4 (mz + M,) +4 Vm res My) ite 4 Mzy?; tg2y= 


238 G. Valentin : 


Sind die GréBen m,, m, und m,, fiir die ganze Platte, so wie im vorliegenden Fall, 
gegeben, dann konnen die GréBe und die Richtung der Hauptmomente an jeder Stelle 
bestimmt und damit die Hauptmomentenlinien gezeichnet werden. Auch bei den Haupt- 
momentenlinien ist zu beachten, da die GréBe der Hauptmomente lings dieser Linien 
veranderlich ist. Fiir die Seitenverhaltnisse 6 = 2 und f = 5 sind diese Linien in Abb. 25 
dargestellt. 


(Try bp, 
ee [B=8 


p—— 


Wey 1) 


-20 (Magy "y= 0/2 


70 Tgy* 


Abb. 21. Die Drillungsmomente mz» 


Abb. 20. Die Drillungsmomente mxy 
Zane 
105g," : oe : 
S Abb. 22. Die positiven Richtungen 
der Scherkrafte 


Yl 6 Ys fz Lbf3 — Hi/g fg IH fg lh 


Abb. 23. Die Scherkrafte an der Firstkante Abb. 24. Die Scherkrafte an der 
Plattenschmalseite 


Aus den angegebenen Momentenbildern und Hauptmomentenlinien erkennt man, 
das die groBten Biegemomente an der Firstkante auftreten. Sie erreichen parallel 
und normal zur Firstkante die gleiche Grofe und sind fast unabhingig vom Seiten- 
verhaltnis der Einzelplatten. Sie erstrecken sich allerdings nur iiber einen kleinen Be- 
reich, wahrend im restlichen Plattenteil nur geringe Biegewirkungen vorhanden sind. 
Die Kantenmomente miissen aber bei den vorhandenen Abmessungen vom Werkstoff 
aufgenommen werden kénnen, da sonst der vorausgesetzte monolithische Zusammen- 
hang an der Kante nicht mehr vorhanden ware. Setzt man nun eine Ausfiihrung aus 
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Beton B 225 (dem der angegebene Elastizitatsmodul entspricht) und eine Bewehrung 
mit Torstahl 40 voraus, so ergibt sich bei einer Plattenstirke von 5 = 10cm eine 
nutzbare Hohe von rund 8 cm; damit kann bei einer Sicherheit von 1,70 ein Regel- 
moment, d.h. das grote Moment unter gleichzeitiger Ausniitzung der Stahl- und 
Betonfestigkeit, aufgenommen werden® mit: 


h\2 8,0 \2 
Mrege: = Yo | = 100: (75) = 123,0 tem/m = 1230,0 kgm/m. 


Das gréBte auftretende Biegemoment erreicht an der Firstkante in beiden Richtungen 
den Wert (siehe Momentbilder) 


EON ae == 10" (n,* ine 10D Oke ma jin, 


Daraus folgt mit H = 200000 kg/cm? = 2,0- 10®kg/m2, «, = 1,20-10-5°C-¥ und 
T, = 25,0° C 


(Mx)max = (My) max = 105,0- 10-8 - 2,0- 10®- 1,20 - 10-5 - 25,0 = 630,0 kgm/m. 


Es wird also unter diesen 
Voraussetzungen 


Myregel = 1,95 Mmax: 


Die auftretenden Gré8tmo- 
mente konnen somit ohne 
Schwierigkeiten durch eine ent- 
sprechende Bewehrung aufge- 
nommen werden. In deniibrigen 
Bereichen geniigt schon eine 
konstruktive Bewehrung, um 
die geringen Biegespannungen 
aufzunehmen. Die anderen 
SchnittgroBen sind nur von 
untergeordneter Bedeutung, da 
die inneren Krafte durch die in 
Richtung der Hauptmomente 
angeordnete Bewehrung itiber- 
tragen werden. 

Die hier nachgewiesenen 


Biegewirkungen sind aber a Pee 
wesentlich abhangig von den eA 
vorausgesetzten Lagerungsbe- Abb. 25. Hauptmomentenlinien. GEO! Cane 


dingungen. Die dieser Aus- 

wertung zugrunde gelegte frei drehbare Lagerung an den Plattenschmalseiten ist eine 
Idealisierung, die nur selten zutreffen wird. An der Schmalseite wird eine gewisse 
Einspannwirkung vorhanden sein, da es sich beim Anschlu8 der Faltwerksplatten 
an die Binderscheiben streng genommen um eine steife Kante handelt. Im folgenden 
Abschnitt wird daher der zweite Grenzfall, die volle Einspannung an den Schmalseiten, 
behandelt. 


6 K. Jager: Die Bemessung der Stahlbetonbauteile nach ONORM B 4200, Wien: Manz. 1953. 


240 G. Valentin: 


V. Die Biegewirkungen bei voller Einspannung der Plattenschmalseiten 
1. Die allgemeinen Glerchungen 


Im Gegensatz zu der im vorhergehenden Abschnitt untersuchten Annahme der 
freien Drehbarkeit der Platten an ihren Schmalseiten sollen nachfolgend die Beanspru- 
chungen bei voll eingespannten, d. h. unverdrehbaren Plattenschmalseiten untersucht 
werden. Praktisch wird sowohl die erste Annahme als auch die zweite Annahme nie 
streng erfiillt sein, sondern die wirkliche Ausfiihrung wird einer teilweisen EKinspannung 
der Einzelplatten in den Binderscheiben entsprechen. Die hier angegebenen Werte 
liefern somit die beiden Grenzwerte fiir die auftretenden Beanspruchungen. Die Schei- 
benspannungen bleiben von diesen geinderten Annahmen unberiihrt, die tbrigen 
Randbedingungen der Einzelplatten sollen die gleichen wie im Abschnitt IV/1 sein. 

Als Ausgangsgleichung gilt wieder die Plattengleichung (13a), nach deren Lésung 
die Schnittgr6Ben aus den Gl. (14), (15) und (16) bestimmt werden kénnen. Weiters 
gelten unverandert die Randbedingungen (17), (18) und (20); statt der Randbedingung 
(19) gilt jedoch die Randbedingung fiir die Einspannung an den Schmalseiten, die 


lautet: 
Ow, 


fir 7 = 0 und «=1:.0w,= 0 (26/1); Ee 


= 0, (26/2) 


Au8erdem ist noch zu beachten, da die Beanspruchung und damit die Biegeflache 
symmetrisch zu x = 1/2 sein mu8, da das System und die Temperaturverteilung sym- 
metrisch ist. Der Reihenansatz fiir die Biegefliche, der in diesem Falle am besten aus 
zwei Anteilen zusammengesetzt wird, lautet: 


w,=wtw 


3 pa = (Un Coj on Y =e S, on Y Sin On Y + ©, Sin on Y “fe Dn hn Y CO} on Y) sin %, x + 


n=1,3.5 ie 
Geral ers : ve ay 
+ » a2 (Ly Gof oy a + By oy # SIM oy @ + Cy Git ay % ++ Dy Oy % Co} xy #) COS Hy Y. (27) 
v=1,3,5 
Dabei gilt 
N It VvIt 
Cera re nm = 1,3,5..5; CD ecaasel Wy y= 1,3,5...; L=86-b. 


Mit Hilfe der Randbedingung (26/1) und der Symmetriebedingung fiir die Biege- 
flache kénnen die Koeffizienten des zweiten Anteiles der Biegeflache wie folgt ermittelt 
und durch D, ausgedriickt werden. (Fiir w sind diese Bedingungen durch die Form des 
gewahlten Ansatzes bereits erfiillt.) 


Piss Ona Boas ae ee) ee 


Gin Ay l 


Damit lautet dieser Anteil an der Biegeflache: 


4 a) D ’ . 
WwW = = af Gina [— (Co}-ay L +- 1) Ky & om Ay & + Ky l Gin Ay & ++ 
v= 1,0, 


+ Sin a, 1+ x, x Cof ay ] COS a ¥. (28) 


Entsprechend lassen sich auch die Koeffizienten des ersten Anteiles der Gl. (27) mit 
den Randbedingungen (17) und (20) durch Y,, ausdriicken. Dabei wurde aber bereits hier 
in der Bedingung (20) die Querdehnungszahl mit « = 0 eingefiihrt. (Diese Bedingungen 
sind fiir w schon durch die Wahl des Ansatzes erfiillt.) Daher gelten die Koeffizienten: 
Gee! eran __ Sinand SCE ell seats de a Se Col? on b 
Bn "(Gin aonb Cof anb — and) ” b= Dn = an Un Sanh Chie REL OAN e 
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Fiir den ersten Anteil der Biegeflache folgt daraus der Ausdruck: 


-- . Un 
w= Per 2 (Cit mab Cop acd andy (Sit ob Cof ttn 6 — ond) Cof ony — 
— Sit Hb Cf ond + ony Sit on y + Cof? een b (ony COj ony — Sint oy) ] SiN oy x. (29) 


Die beiden noch unbekannten Koeffizienten I, und D, sind nun aus den Randbedin- 
gungen (18) und (26/2) zu bestimmen. Allerdings miissen dazu die Ausdriicke (28) und 
(29) jeweils in eine Reihe in der anderen Koordinatenrichtung entwickelt werden. 
Fiihrt man diese Reihenentwicklungen durch und setzt in die Gl. (18) ein dann folgt, 


. Wn ad 8 D. n l 1 i 
(iy epee Se tae see (Poheakdal) sin o%, 2 = 


n=1,3,5 On” =15355 (ay? + on”)? 1 Gin ay 1 
ie; _ Qagctgp yy (= 1) (Gof ab — 1) 
=v, ctg y= ae a k aot 3 an? (1 an2/a2) (Sin am B+ and) sin a, &. (30) 


Beriicksichtigt man noch, daf 
1 vp 


VI al 
thle = 35 we Om 


gilt, dann ergibt sich damit 


see 2 (Cofayi+1)  —- Bxgete (Coj on b — 1) 


NL, +5 a, MOF OA2 nF? 2 inet i (taj) (Gitaab toby 43) 
Die renee (26/2) liefert den zweiten Ausdruck in der Form 
. ow S cae hae (Co{2 amb + 1) 
( me a2 i = fs ; = 5 0 (an? + ay?)® (Sin 2 amb — 2 an b) a 
4 Beet concn y = 0 (32) 


Mit der oben angefiihrten Beziehung folgt daraus 


46 Gin A ‘7 a (v B/2n) —— (Cof2anb+1 


m(Ginayl+ ayl) 73 5 "nm [1 + (v B/2 n)?]? iat oatl 


HD ei) 


Diese beiden Gl. (31) und (33) bilden ein System von unendlich vielen Gleichungen mit 


unendlich vielen Unbekannten zur Bestimmung von Y,, und D,. Die Losung ist nur 
naherungsweise durch Abbruch des Systems nach einer endlichen Anzahl von Gliedern 
moglich. Fiir die praktische Auswertung liefert aber bereits die Beriicksichtigung von 
einigen Gliedern recht gute Ergebnisse. Sind diese Koeffizienten bekannt, dann kénnen 
damit alle SchnittgréBen bestimmt werden. Fiir die Biegemomente ergeben sich die 
Ausdriicke : 


Sy Gin 2 an b 
M.=K » %, |Cof ony — Ree ee 
fae SSO) 
T (Gin 2 cy b — 2 am b) 


(om y CO] on y — Gittan y)| sino, w+ 


i LS +1 ; ay L ; 
+K oy D, | Sy (ty Git ty w+ 2GOf oe x) — Grey Git yw — 
v=1,3,3 


; 
— oy & Gof ay «— 2 Gina | COS hy Y; (34) 
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co 


Gin 2 an b 


M,=—K Hf, [Col on ¥ — (eine. b amb (on Y Git en Y + 2O0f on y) + 


Me nose 
Co} 20nb —1 ; ; 
+ oF ee en (on Y GO] on Y + Sit om Y)| SIN w%, w+ 
Eo te € jean ; ay L ; 
$K SY 8,[— Se a2 Sinay 2+ get Sittay 2 + 
V¥— 2,550 


+ ty # Cd) a, z| COS hy Y. 


2. Numerische Auswertung 


(35) 


Wegen des grofen Rechenaufwandes wurden nur die Beziehungen fiir die Biege- 
momente an den Plattenraindern fiir das mittlere Seitenverhaltnis von 6 = 3 ausge- 
wertet; sie liefern bereits einen hinreichenden Aufschlu8 iiber den EinfluB der Einspan- 


M/s df WyYegd 


Yin Yo fg 


5, x 
O° 
1y 


Ce 


Abb. 26. Die Biegemomente miy und mix an der Firstkante 


* 
10° Te, 


Abb. 27. Die Biegemomente mix 
an der Plattenschmalseite 
(FKinspannmomente) 


nung. Eine ausfiihrliche Be- 
handlung aller Schnittkrafte 
mit Beriicksichtigung der 
Seitenverhaltnisse soll einer 
spateren Untersuchung vor- 
behalten bleiben. 

Als Ausgangswerte gelten 
die gleichen Angaben wie im 
vorhergehenden Abschnitt. 
Die Ergebnisse wurden unter 
Beriicksichtigung von 8 Un- 
bekannten der Gl. (31) und 
(33) ermittelt. Die Auswer- 
tung lieferte fiir die Koeffi- 
zienten die GréBen: 


Karl Federhofer + 243 
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Die damit bestimmten Biegemomente an der Firstkante und an den Plattenschmalseiten 
sind in den Abb. 26 und 27 dargestellt. (Die Werte der dort strichliert gezeichneten Teile 
werden bei Verwendung von weiteren Gliedern noch kleiner; sie sind fiir diese Unter- 
suchung unwesentlich.) Die unter den obigen Voraussetzungen erhaltenen Werte liefern 
bereits recht gute Ergebnisse und kénnten, wie durch Vergleichsrechnungen bestitigt 
wurde, im Bereich der Plattenschmalseiten, der von gré8tem Interesse ist, auch durch 
weitere Glieder kaum wesentlich verbessert werden. Vergleicht man abschlieSend die 
Ergebnisse der beiden letzten Abschnitte, dann sieht man, daB die Einspannung erwar- 
tungsgema Biegemomente an den Plattenschmalseiten liefert, die fast den gleichen 
Wert erreichen wie die im Abschnitt IV/2 nachgewiesenen GréBtwerte. Andererseits 
werden aber durch die EKinspannung die an der Firstkante auftretenden Biegemomente 
um etwa 30% vermindert, also in einem giinstigen Sinn beeinfluBt. Die wirklich auf- 
tretenden Beanspruchungen werden zwischen diesen beiden nachgewiesenen Grenz- 
werten liegen und kénnen bei einer entsprechenden konstruktiven Ausbildung ohne 
Schwierigkeiten aufgenommen werden. 

Bei vielscheibigen Faltwerken werden an den Kanten ebenfalls Beanspruchungen 
auftreten, die in der gleichen GréBenordnung liegen und daher auch dort bei sach- 
gemaBer Ausfiihrung keine Gefahrdung der Konstruktion ergeben. Im tibrigen wirken 
diese Spannungen hauptsachlich im Bereich der Binderscheiben, der durch die 4uBeren 
Krafte nur geringere Beanspruchungen als der mittlere Bereich erhalt, so daB eine be- 
sonders ungiinstige Uberlagerung von allen Wirkungen in der Regel nicht zu erwarten 
ist. (Hingegangen am 29. Juli 1960) 


Karl Federhofer fF 


Am 6. November 1960, kurz nach Vollendung seines 75. Lebensjahres, verschied 
em. o. Prof. Dipl.-Ing. Dr. techn. h. c. Dr. rer. nat. E. h. Dr. techn. Karl Federhofer, 
ehemals Vorstand des Institutes fiir Technische Mechanik an der Technischen Hoch- 
schule in Graz. 

Werdegang und Wirken von Prof. Federhofer wurden in dieser Zeitschrift* anlaB- 
lich seines 70. Geburtstagés ausfiihrlich geschildert. Federhofer war einer der GroSen 
der Technischen Mechanik. Er hat die von seinem Lehrer und Vorganger im Lehramt, 
F. Wittenbauer, begriindete Schule fortgefiihrt und weiter ausgebaut. Seine erstaun- 
liche Vielseitigkeit und Schaffensfreude spiegelt sich in seinen Arbeiten wider. Nicht 
weniger als sieben Biicher und eine groBe Zahl von Abhandlungen stammen aus seiner 
Feder, und es gibt wohl kaum ein Gebiet der Technischen Mechanik, das er nicht durch 
wesentliche Beitrage geférdert hatte. Eine nachgelassene Arbeit wird in Kiirze in dieser 
Zeitschrift, zu deren Herausgebern er zahlte, zum Abdruck kommen. 

Federhofer war aber nicht nur ein hervorragender Wissenschaftler, sondern auch ein 
ausgezeichneter Lehrer, der vielen Generationen von Bau- und Maschineningenieuren 
eine gediegene Ausbildung in der Technischen Mechanik vermittelt hat. Zu den zahl- 
reichen Ehrungen, die ihm im Laufe seines Lebens zuteil wurden, kam in den letzten 


* Ogterr. Ing.-Arch. 9, 73 (1955). 
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Jahren noch die Verleihung des goldenen Ehrenringes der Landeshauptstadt Graz so- 
wie knapp vor seinem Tode die Verleihung des Osterreichischen Ehrenzeichens fiir 
Wissenschaft und Kunst durch den Herrn Bundesprasidenten. 

Im Gedenken seiner Fachkollegen, von denen viele sich zu seinem persdnlichen 
Freundeskreis zihlen durften, wird Federhofer weiterleben. H. Parkus, Wien 


Erginzung zum Verzeichnis der Arbeiten* 

b) Abhandlungen 

123. Zusammenfassende Darstellung der Entwicklung der Statik und Dynamik der Kreiszylinder- 
schalen. Stahlbau 14 (1955). 

124. Stabilitét und Eigenschwingungen der Kreiszylinderschale mit verdnderlicher Wandstarke. 
(Proc. 8th Int. Congr. Appl. Mech., Istanbul) 1955. 

125. Zur Kinematik des Schleifkurvengetriebes. Sitz.Ber. Ak. d. Wiss. Wien 164 (1955). 

126. Einflu8 der Baustoffdampfung und einer duBeren Flissigkeitsreibung auf die ebenen Biegungs- 
schwingungen eines Kreisringes. Osterr. Ing.-Arch. 10 (1956). 

127. Berechnung der diinnen Kreisringplatte mit groBer Ausbiegung. Osterr. Ing.-Arch. 11 (1957). 

128. Erzwungene Schwingungen eines Kreisringes. Sitz.Ber. Ak. d. Wiss. Wien 166 (1957). 

129. Erzwungene Schwingungen eines Kreisbogentragers mit zwei Gelenken bei pulsierender lot- 
rechter Einzellast. Sitz.Ber. Ak. d. Wiss. Wien 167 (1958). 

130. Nicht-lineare Biegungsschwingungen des Kreisringes. Festschrift Prof. Grammel zum 70. Ge- 
burtstage. Springer-Verlag, Berlin 1959. 

131. Die gleichmaf8ig belastete diinne Kreisringplatte mit grofer Ausbiegung. Osterr. Ing.-Arch. 
im Druck. 


c) Verschiedenes 

132. Die Technische Hochschule Graz. Steiermark-Buch 1956. 

133. Theodor Poschl, Nachruf. Almanach Ak. d. Wiss. Wien 1956. 

134. Ferdinand Wittenbauer. Osterr. Naturforscher, Arzte und Techniker. Wien 1957. 

135. Uber einige in den letzten finf Jahrzehnten aufgeklarte Denkfehler in der Technischen 
Mechanik (Abschiedsvorlesung 5. Marz 1958). Manuskript in der Bibl. d. T. H. Graz. 
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Die Berechnung der Zylinderschalen. Von A. Aas-Jakobsen. Mit 30 Abb., XII, 1608S. Berlin- 
Gottingen-Heidelberg: Springer-Verlag. 1958. Ganzleinen DM 22.50. 


Der Verfasser leitet im ersten Kapitel dieses Buches die Grundgleichungen der isotropen 
Kreiszylinderschalen und der Kreiszylinderschalen mit symmetrischen und exzentrischen Ring- 
rippen ab. Es handelt sich um kein Lehrbuch, dies geht schon daraus hervor, daB z. B. die 
Kenntnis der Grundannahmen der Schalentheorie vorausgesetzt wird. Kennzeichnend fir dieses 
Buch ist vielmehr die groBe Anzahl von Zahlentafeln, die einen Uberblick vermitteln und die 
Rechenarbeit vermindern. Durch viele numerisch vollstandig durchgearbeitete Beispiele wird 
auch die Handhabung der Tafeln erlautert. Die theoretischen Untersuchungen, die zur Aufstellung 
dieser Tafeln fihren, sind ebenfalls ausfihrlich dargestellt. 

Besonders bemerkenswert ist das vom Verfasser vorgeschlagene Verfahren zur Berechnung 
von Tonnendachern. Bei diesem Verfahren, das der Verfasser als ,,allgemeine Balkentheorie‘ 
bezeichnet, wird die zu behandelnde Schale durch eine ,,Modellschale‘‘ ersetzt. Diese Modellschale 
liegt auf den Binderscheiben frei auf und wird fiir eine Belastung berechnet, die in der Ringrichtung 
moglichst gut mit der gegebenen Belastung iibereinstimmt und in der Liangsrichtung eine Sinus- 
verteilung hat. Bei der Losung des Randwertproblems fiir die Modellschale werden die Rinder 
einzeln betrachtet; es wird also angenommen, da die zugehérigen Forminderungen bis zum 
gegeniiberliegenden Rand abgeklungen sind. Die Forminderungen infolge des Membranspannungs- 
zustandes bleiben dabei ebenfalls unberiicksichtigt. Die Ringverteilung der so erhaltenen Schnitt- 
grofen wird direkt auf die wirkliche Schale iibertragen, wihrend die Lingsverteilung mit Hilfe 
der elementaren Balkentheorie gewonnen wird. Bei diesem Verfahren werden die Gleichgewichts- 
bedingungen streng, die Formanderungsbedingungen an den Langsrandern aber nur naherungs- 
weise erfiillt. Nach Angabe des Verfassers sind die dabei entstehenden Fehler durchaus tragbar, 
weil die SchnittgroBen der Modellschale im Gleichgewicht mit der 4uBeren Belastung sind und 
die Randbedingungen nur gevingen EinfluB auf die Ringverteilung haben. 


* Osterr. Ing.-Arch. 9, 73 (1955). 
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Tn einem weiteren Kapitel des Buches behandelt der Verfasser ein Niherungsverfahren fir 
Zylinderschalen von nicht kreisformigem Querschnitt. Die Schalenbewehrung und die Binder- 
scheibenberechnung wird ebenfalls erértert. Der Verfasser geht iiberdies in einem Kapitel auf die 
Stabilitatsuntersuchung ein; die Bestimmung der Eigenwerte fiir das Ring- und Lingsknicken 
wird besprochen. Die Eigenwerte werden tabellarisch und graphisch fir isotrope und fiir Ring- 
rippenschalen in Abhiangigkeit von 9?/A? angegeben und die Bemessungder Schalendruckzone wird 
behandelt. Auf das Problem der vorgespannten Tonnen (Einzeltonne und Reihentonne) wird 
ebenfalls eingegangen. 

Dieses Buch stellt sicher fiir jeden, der mit der Berechnung derartiger Tragwerke beschiftigt 
ist, einen wertvollen Behelf dar. R. Beer, Wien 


Grundziige der Tensorrechnung in analytischer Darstellung. Von A. Duschek und A. Hochrainer. 
ie Teil: Tensoralgebra. Vierte erginzte Auflage. Mit 34 Textabb., VIII., 1718. Wien: 
Springer-Verlag. 1960. Steif geheftet S 144._, DM 24.—, sfr. 24.60, $ 5.70, £ 2/1/—. 


Im Jahre 1946 erschien die erste Auflage dieses dreibindigen Werkes, in dem es die beiden 
Verfasser in idealer Arbeitsgemeinschaft unternommen haben, erstmals die Tensorrechnung 
einschlieBlich ihrer Anwendungen in konsequenter analytischer Schreibweise zu entwickeln, Diese 
Darstellungsart hat wesentlich zur Vereinfachung des manchmal sehr umstindlichen Formel- 
und Rechenapparates der Tensorrechnung beigetragen und das Werk hat eine weite Wirkung 
getibt. Vom ersten Band erscheint nunmehr bereits die vierte Auflage, die wegen des inzwischen 
erfolgten Todes A. Duscheks von A. Hochrainer allein besorgt werden mufte. Die Bearbeitung 
dieses der Tensoralgebra in euklidischen Riumen gewidmeten Teiles konnte sich im wesentlichen 
auf kleine Erganzungen beschrinken, die dazu bestimmt sind, die Beziehungen zur sogenannten 
symbolischen Schreibweise dem Leser vor Augen zu fithren, der ja in vielen Lehrbichern diese 
Schreibweise findet und dadurch die Méglichkeit hat, sich ohne weiteres auch dort zurechtzufinden. 

Einer weiteren Empfehlung dieses bereits allseits anerkannten und immer wieder zitierten 
Werkes bedarf es nicht. K. Bukovies, Wien 


Rahmentragwerke und Durchlauftriger. Von R. Guldan. Sechste, erweiterte Auflage. Aus dem 
NachlaB des Verfassers herausgegeben und bearbeitet von H. Reimann. Mit 679 Textabb., 
34 Zahlenbeispielen, 96 Zahlen- und Kurventafeln. X XIII, 501 S. Wien: Springer-Verlag. 1959. 
Ganzleinen S 504.—, DM 84.—, sfr. 86.—, $ 20.—, £ 7/3/-. 


Die hohe Zahl der vorhergehenden unverdnderten Auflagen beweist das Ansehen, welches das 
bekannte Buch schon bisher geno. Die nun eingefiigten Erginzungen erhéhen seine Verwendbarkeit 
noch weiter. 

Der erste, theoretische Teil bringt eine ausftihrliche Darstellung des Drehwinkelverfahrens fir 
Rahmentragwerke mit geraden Stiben, also die durch Vernachlissigung der Langskrafteinflisse 
(oder deren nachtragliche naherungsweise Bericksichtigung) vereinfachte Deformationsmethode, 
sowie die Berechnung durchlaufender Trager mittels der Dreimomentengleichungen und des Fest- 
punktverfahrens. Die Erginzungen betreffen eine durch viele klare Abbildungen erlauterte Dar- 
legung der unverschieblichen und verschieblichen Rahmensysteme sowie Systeme mit gelenkig 
angeschlossenen Stiiben. Die rechnerischen Vorteile bei symmetrisch gestalteten Tragwerken werden 
eingehend erortert. 

Der zweite Teil, eine Beispielsammlung, wurde durch mehrere instruktive Falle erweitert. Viel- 
fache Verweisungen zwischen den Beispielen sind lehrreich fiir Planung und Berechnung. So ver- 
deutlichen einander gegeniibergestellte Rahmen und Trager die giinstige Wirkung von Vouten, 
die leider teils aus Unkenntnis dieser Vorteile, meist aber wegen vorgeblicher konstruktiver und 
schonheitlicher Nachteile oft unausgefihrt bleiben. Andere Beispiele finden ihr Gegenstiick im 
Buche des Verfassers tiber die Cross-Methode und gestatten daher Vergleiche fiir die Wahl des zweck- 
maBigsten Berechnungsverfahrens. 

Die den dritten Teil bildenden Hilfstafeln erleichtern die ziffernmafBige Berechnung; auch sie 
wurden um solche fiir Gelenkstaibe und Symmetriestabe vermehrt. 

Die Neuauflage wird besonders bei den Statikern des Stahlbetonbaues beifallig aufgenommen 
werden, wozu neben der klaren Darstellung vor allem die Tafeln beitragen, die sehr vielseitig ver- 
wendet werden konnen. W. Mudrak, Graz 


Einfiihrung in die Physik der Leiterwerkstoffe. Von A. M. Koch und R. Reinbach. Mit einem Geleit- 
wort von W. Koster. (Einfihrung in die Physik der elektronischen Werkstoffe, Teil II/1.) Mit 
144 Abbildungen im Text, 29 Tabellen und 5 Abbildungen, 2 auf Tafeln. VII, 255 S. Wien: 
Verlag Franz Deuticke. 1960. Ganzleinen S 222.—. } 

Eine zielbewuBte Entwicklungsarbeit iber Werkstoffe bestimmter Eigenschaften setzt immer 
mehr die Kenntnis der modernen Anschauungen von der Natur der Festkérper sowie der diesen 
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innewohnenden Gesetzmifigkeiten voraus. Dies gilt in besonderem Mae von den metallischen 
Werkstoffen, die in der Elektrotechnik Anwendung finden. Die oben genannten Verfasser haben 
den Versuch gemacht, eine Synthese zwischen dem Grundsitzlichen, also den physikalischen Er- 
scheinungen, der theoretischen Interpretation und dem praktischen Verhalten von technischen 
Leiterwerkstoffen, herzustellen. ; 

Die Kapitel: Ionenleitung — Elektronenleitung ; Leitereigenschaften der Metalleund Legierungen ; 
thermoelektrische Erscheinungen; Einflu8 eines Magnetfeldes auf den Leitungsmechanismus sowie 
der letzte Abschnitt wber die Grundziige der Theorie des Leitungsmechanismus sind vorzugsweise 
der Darstellung der physikalischen Grundlagen gewidmet, wihrend sich das V. Kapitel mit den 
Leiterwerkstoffen befaBt. Diese Aufteilung entspricht offenbar jeweils der engeren Thematik der 
beiden Autoren. Das hat zur Folge, da8 keine sehr starke Bezugnahme aufeinander, insbesondere im 
technischen Teil, geschieht. Nichtsdestoweniger wird Technikern und Ingenieuren, denen es aut 
die Auswahl von geeigneten Werkstoffen ankommt, Gelegenheit geboten, durch eine flissige, 
teilweise groBziigige, mit Formeln nicht allzusehr tiberladene Darstellung in die physikalischen 
Zusammenhinge einzudringen. Das bezieht sich allerdings in der Hauptsache auf den hier im 
Vordergrund stehenden Leitungsmechanismus. Eine Stirke dieser Kapitel liegt in der klaren 
Ausdeutung der Grundversuche. 

Auch die heute stark in den Vordergrund geriickten Fragen der thermoelektrischen Erscheinungen 
und des Hall-Effekts sind recht ausfithrlich behandelt. Mit Ricksicht auf die zahlreichen Beispiele, 
die in dem wertvollen Abschnitt der Leiterwerkstoffe gebracht werden, kommt der Aufbau der 
Metalle und Legierungen etwas zu kurz; der Praktiker diirfte sich hiefiir interessieren, weil in diesem 
Kapitel auch die mechanischen und chemischen Eigenschaften zur Sprache gelangen. Unter Um- 
staénden ware es vorteilhaft, die als Anhang aufscheinende Theorie — nach Meinung der Autoren 
eine Frganzung fiir den anspruchsvollen Leser — zugunsten einer stiirkeren Durchdringung der 
beiden Hauptteile zu opfern. 

Der Referent ist sicher, da die gute Aufnahme des Werkes in weiten Kreisen bald eine zweite 
Auflage notwendig machen wird, die dieser angezeigten Richtung Rechnung tragt. 

Die Ausstattung des Buches ist gut. H. Nowotny, Wien 


Instationire Wirmespannungen. Von H. Parkus. Mit 34 Textabb., V, 1668. Wien: Springer- 
Verlag, 1959. Ganzleinen S 288.—, DM 38.—, sfr. 38.90, $ 9.05, £ 3/4/6. 


In Fortsetzung und als Abschlu8 der mit E. Melan gemeinsam verfaBten ,,Warmespannungen 
infolge stationarer Temperaturfelder‘‘ behandelt nun der Verfasser in systematischer Darstellung 
die bei nichtstationaéren Temperaturfeldern in elastischen, viskoelastischen und elastoplastischen 
Korpern auftretenden Warmespannungen. 

Nach einem einleitenden Abschnitt tiber allgemeine Satze der Thermoelastizitat wird an einer 
Reihe von Beispielen gezeigt, wie man die Warmespannungen in geometrisch einfachen, elastischen 
K6rpern berechnen kann, falls es sich um Anheiz- oder Abkihlvorginge handelt. Den periodischen 
Temperaturainderungen und den bewegten Warmequellen wird je ein Abschnitt gewidmet. Da 
bei plotzlicher Warmeaufbringung die dynamischen Einfliisse nicht mehr vernachliissigt werden 
dirfen, werden auch diese in einem eigenen Kapitel behandelt. In praktischen Fallen kénnen 
jedoch die dynamischen Wirkungen fast durchwegs vernachliassigt werden, da die Temperatur 
nicht rasch genug geandert werden kann. Das Werk schlie8t mit der Behandlung der Warme- 
spannungen bei viskoelastischem und bei elastisch plastischem Verhalten der Werkstoffe, wobei 
besonders das letzte Kapitel von groBer praktischer Bedeutung ist. 

Man mu8 dem Verfasser dankbar sein, da er die erste Monographie, die tiber dieses Thema 
existiert, in so knapper und dabei umfassender Weise zu Ende gefihrt hat. Die Darstellung ist 
klar und verstandlich und erreicht dabei ein hohes wissenschaftliches Niveau. Das reichhaltige 
Literaturverzeichnis, das bis 1958 erschienene Arbeiten bericksichtigt, wird allen Interessenten 
willkommen sein. G. Heinrich, Wien 


Grundlagen und Praxis der Radartechnik. Von H.H. Penrose und R.8.H. Boulding. Band I: Prin- 
zipien und Bauelemente. Mit 408 Abb., 4 Taf., 518 S.; Band II: Anlagen und Wellen- 
leitertheorie. Mit 196 Abb., 8 Taf., 352 8. Mit einem Geleitwort von H. Roessler. Ubersetzt 
von H. Rabsilber. Stuttgart: Berliner Union. 1959. Bd. I und II DM 86.—. Subskriptions- 
preis DM 75.—. 


Radar ist in den Jahren seit dem zweiten Weltkrieg zu einem festen Begriff geworden. Jeder, 
der sich intensiv damit beschaftigt, sollte eigentlich mehrere Spezialgebiete, wie z. B. Antennen-, 
Mikrowellen-, Impulstechnik usw., beherrschen. Ein Lehrbuch der Radartechnik mu also zwangs- 
laufig all dies dem Leser in gedrangter und doch geniigend ausfihrlicher Form nahebringen — 
zweifellos eine schwierige Aufgabe fiir.den Autor. 


Buchbesprechungen 247 


Unter allen Biichern, die sich mit der Radartechnik befassen, nahm das Buch von Penrose und 
Boulding seit jeher einen besonderen Platz ein. Es behandelt nimlich nicht nur die physikalischen 
und schaltungstechnischen Grundlagen und deren Anwendung beim Aufbau von Radargeriiten, 
sondern bringt auch ausfithrliche Besprechungen kommerzieller Radaranlagen, wodurch die Be- 
ziehung zur Praxis aufs beste hergestellt ist. Freilich darf man sich andererseits in theoretischer 
Hinsicht nicht allzuviel erwarten, da die Autoren in jedem Fall mehr auf anschauliche Beschreibung 
der Vorgiange als auf Theorie Wert legen. 

Die vorliegenden zwei Bande stellen eine — iibrigens sehr gute — Ubersetzung der 5. Auflage dar. 
Band I behandelt die Prinzipien und Bauelemente, Band II bringt die Besprechnung von Radar- 
anlagen und eine Einfiihrung in die Theorie der Wellenleiter. 

Das Werk beginnt mit einer kurzen Ubersicht tiber das Wesen von Radar, behandelt dann Ent- 
fernungs- und Richtungsbestimmung und geht dann auf die Grundlagen von elektrischen Schalt- 
elementen, Verstirkern und Oszillatoren ein. Der Kathodenstrahlréhre und ihrer Anwendung bei 
Radar ist ein eigenes Kapitel gewidmet. Im folgenden werden Verfahren und Schaltungen der Im- 
pulstechnik besprochen. Weitere Abschnitte befassen sich mit Héchstfrequenzrohren (wobei dem 
Magnetron besonderer Raum gewahrt wurde), Sendern und Empfangern, Sichtgeriiten sowie aus- 
fihrlich mit Radarantennen. Der erste Band schlieBt mit einer Besprechnung von Prifmethoden 
und -gerdten fiir Radaranlagen. 

Der zweite Band behandelt vor allem kommerzielle Radaranlagen, wobei das Gebotene jedoch 
weit tiber eine bloBe Beschreibung hinausgeht. Immer wird, soweit es nétig ist, auch auf Einzelheiten 
und die ihnen zugrunde liegenden Prinzipien eingegangen. Sehr zu begriiBen ist es, daB die Ubersetzer 
das Werk durch die Beschreibung europiischer Anlagen in wertvoller Weise erginzt haben. Im 
zweiten Band findet man auSerdem noch eine Einfiibrung in die Leitungstheorie und in die Theorie 
der Hohlleiter, wobei, wie gesagt, vor allem auf Anschaulichkeit Wert gelegt wird. 

Offenbar ist wihrend der Zeit der Ubersetzung die 6. Auflage des Originals erschienen. Die dabei 
von den Autoren vorgenommenen Anderungen und Berichtigungen sind in der deutschen Ausgabe 
als Anhang enthalten. Auch ein Literaturverzeichnis wurde beigegeben. 

Alles in allem ein Werk, das wirklich geeignet ist, den interessierten Leser in kurzer Zeit in das 
so umfassende Gebiet der Radartechnik einzufihren. W. Riedler, Wien 


Elementare Schalenstatik. Von A. Pfliiger. Dritte Auflage. Mit 56 Abb., 112 8. Berlin-Gottingen- 
Heidelberg: Springer-Verlag. 1960. Geb. DM 19.50. 


Dieses Buch hat dank seiner Giite und ausgezeichneten Darstellung des dargebotenen Stoffes 
innerhalb von zweieinhalb Jahren eine Neuauflage erlebt. Die nunmehr vorliegende dritte Auflage 
ist gegeniiber ihrer Vorgangerin praktisch unverdndert geblieben. In tibersichtlicher Weise werden 
hier die Grundtatsachen der Schalentheorie vermittelt. Der Inhalt des Buches bezieht sich nach 
einer ausftihrlichen Erlauterung des Begriffes der Schale und der Annahmen und Voraussetzungen 
fir die Berechnung sodann zuerst auf die Membrantheorie der Rotationsschalen, dann auf die 
Biegetheorie der Rotationsschalen bei drehsymmetrischer Belastung, hierauf folgen die Membran- 
theorie der auch allgemein geformten Zylinderschalen und die Membrantheorie allgemeiner Schalen. 
Den Abschlu8 bildet ein Anhang mit Schrifttumshinweisen und eine Zusammenstellung von 
wichtigen Losungen der Membrantheorie. 

Das Buch stellt eine sehr schéne Einfiihrung dar, begrenzt weise den Stoff hinsichtlich Umfang 
und Schwierigkeit und gestattet so dem Studierenden und dem in der Praxis tatigen Ingenieur 
einen raschen Einblick in das nicht leichte Fachgebiet der Schalentheorie. H. Tschech, Graz 


Grundlagen der Elektrotechnik. Von H. Philippow. Biicherei der Hochfrequenztechnik: Bd. 7. 
Mit 457 Abbildungen. 662 S. Leipzig: Akademische Verlagsgesellschaft Geest u. Portig K. G. 
1959. Geb. DM 39.—. 


Obwohl, nach dem Vorwort, ,,die Zusammenstellung des Stoffes keinen Anspruch auf Voll- 
stindigkeit erhebt‘‘, ist das Werk doch eine sehr ausfithrliche Darstellung der physikalischen 
Grundlagen der Elektrotechnik, die wohl alles enthalt, was der Elektrotechniker wissen muB, 
bevor er sich dem Studium eines Spezialkapitels der Elektrotechnik widmet. In fiinf Hauptab- 
schnitten behandelt es das elektrische Feld, den Mechanismus der Stromleitung, das magnetische 
Feld, das verinderliche Feld und die Wechselstréme. Besonders wertvoll ist die eingehende Dar- 
stellung der verschiedenen Methoden der Berechnung von elektrostatischen, magnetischen und 
Strémungsfeldern mit Durchrechnung vieler Einzelfalle und der Unterabschnitt tber den elektri- 
schen Strom in linearen Netzen, ein Abschnitt, der in vielen ahnlichen Werken etwas vernachlassigt 
wird. Im Hauptabschnitt ,,Der Mechanismus der Stromleitung‘‘ wird die Stromleitung in Metallen, 
Halbleitern, Elektrolyten und Gasen besprochen, wobei allerdings den Vorgaingen im Halbleiter 
ein etwas knapper Raum zugewiesen ist, ferner der Durchschlag von Isolierstoffen und die Strom- 
leitung im Vakuum als Grundlage fiir eine kurze Behandlung der Diode und Triode. 
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Im dritten Hauptabschnitt ist besonders der Abschnitt tiber die Materie im magnetischen Feld 
hervorzuheben, wobei den technisch so wichtigen ferromagnetischen Stoffen der gebihrende Raum 
gewidmet und auch iber die antiferromagnetischen Stoffe wie die Ferrite berichtet wird; auch 
der Dauermagnet ist nicht vergessen. 

Einen sehr breiten Raum nimmt der Hauptabschnitt ,,Wechselstrome“ ein, in dem von den 
Grundbegriffen ausgehend, Physik und Technik der Wechselstréme ausfithrlichst behandelt werden, 
darunter der Transformator, Fourier-Analyse, Ortskurventheorie, Theorie der Vierpole, der 
Matrizenrechnung, Filter, Theorie der Leitungen und abschlieBend der Hertzsche Dipol und die 
Integration der Maxwellschen Gleichungen. 

Das Werk ist systematisch aufgebaut und sehr klar geschrieben; an Mathematik wird nichts 
weiter vorausgesetzt als die Grundlagen der Differential- und Integralrechnung; spezielle Rech- 
nungsverfahren, z. B. in der Theorie der konformen Abbildung oder in der Vierpoltheorie werden 
in klarer Weise erlautert. 

Besonders erfreulich ist es, da®B der Verfasser vom Anfang an im Giorgischen MaBsystem arbeitet 
und damit zeigt, daB sich dieses auch zur Behandlung der Grundgesetze des elektrischen Feldes 
mindestens ebensogut eignet, wie die sonst verwendeten eqs -Systeme; auch kann festgestellt werden, 
daB in den meisten Fallen die so notwendigen Zahlpfeile fiir die verschiedenen elektrischen Grofen 
eingetragen sind oder die Integrationsrichtung durch Indizes angegeben ist; nur dadurch gewinnen 
die Gleichungen erst ihren Sinn. 

Manchem Leser wird vielleicht auffallen, daB in den grundlegenden Abschnitten die Einfihrung 
des Vektors der elektrischen Polarisation $ und des Magnetisierungsvektors Jt vermieden wird; 
ich méchte dies jedoch nicht als einen Mangel bezeichnen; fiir die makroskopische Behandlung 
der Vorginge im elektrischen und magnetischen Feld reichen auch die beiden Vektorpaare © 
und D und § und ¥ vollkommen aus; der Physiker allerdings zieht es im Hinblick auf die elektronen- 
theoretische Deutung der Vorgange im Medium vor, die oben erwihnten Vektoren $ und MW 
einzufihren, wobei dann je ein Vektor der beiden Paare (z. B. 2 und )) den Charakter einer Hilfs- 
eréRe erhalt. Allerdings wird mit Gl. 1510, S. 368, an Stelle des Vektors der elektrischen Polari- 
sation $ ein Vektor 9’ eingefiihrt. 

AbschlieBend seien noch einige Kleinigkeiten erwihnt, die mir beim Studium des Werkes 
aufgefallen sind. Zunachst zwei sprachliche Unebenheiten: der Ausdruck ,,eine elektrische Feld- 
stiirke nichtelektrischer Natur‘, S. 13, kann als ein Schulbeispiel fiir eine ,,contradictio in adjecto“ 
angesehen werden; ebenso ungliicklich scheint mir der Ausdruck zu sein, dafi die Richtung der 
Kraftlinie ,,mit der Richtung des Nordpoles“ einer im Feld befindlichen Magnetnadel zusammen- 
fallt, S. 245: (Hier ist dem Verfasser einmal der sonst streng verponte Begriff Magnetpol in die 
Feder gekommen.) 

Nicht einverstanden ist der Berichterstatter mit der Art, wie der Verschiebungsvektor ein- 
gefiihrt wird, 8.9. Als ,,Feldlinien‘‘ werden bier die Vektorlinien des elektrischen Feldstirken- 
vektors © bezeichnet und den Verschiebungslinien gleichgesetzt, was aber nur im Vakuum richtig 
ware, wenn ein elektrostatisches MaBsystem mit ¢, = 1 verwendet wiirde. Zu beanstanden ist auch 
die G]. 59, S. 15, in der die sogenannte ,,freie Ladung‘‘ (wahre Ladung Q, + Polarisationsladung — 
— Q,) als Quelle des Verschiebungsflusses aufscheint, waihrend in Gl. 63, 8. 10, richtig die wahre 
Ladung Q, als diese Quelle eingesetzt ist. In den Gl. 60, 61 und 63 fehlen die den Betrag des Vektors 
kennzeichnenden Absolutstriche. Merkwiirdigerweise wird auf 8. 115 als Einheit des Widerstandes 
an Stelle des absoluten das internationale Ohm eingefiihrt. Die Skala des in Bild 70, S. 118, dar- 
gestellten Hitzdrahtinstrumentes ist nicht linear, sondern angenommen quadratisch. Zu S. 129 
ware zu bemerken, da die Klemmenspannung im Leerlauf der EMK yegengleich ist. Im Mittel- 
ausdruck der Barkhausen-Formel, Gl. 978, 8. 243, fehlt das auch durch Gl. 971 geforderte negative 
Vorzeichen. In Gl. 1739, S. 405, muB es heiBen Usa statt Wao. 

Die angefiihrten kleinen Mangel konnen den Wert des Werkes nicht mindern, es kann vielmehr 
gesagt werden, dai das Werk eine wertvolle Bereicherung der elektrotechnischen Literatur darstellt; 
es ist systematisch aufgebaut, sehr klar geschrieben und kann als ein nicht nur lesenswertes, sondern 
besonders studierenswertes Buch bezeichnet werden, das jedem Elektrotechniker, aber auch jedem 
Physiker, der sich mit elektrotechnischen Problemen befassen muB, bestens empfoblen werden kann. 

O. Franke, Wien 
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Ihre Theorie, Konstruktion und Anwendung fir stationiire Anlagen, 
Schiffs-, Lokomotiv-, Kraftfahrzeug- und Flugzeugantrieb 
<s Von 


Dipl.-Ing. J. Kruschik 


Oberingenieur der Rich. Klinger Aktiengesellschaft, Gumpoldskirchen bei Wien 
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___ Simmering-Graz-Pauker Aktiengesellschaft, Wien 
Zweite, vollkommen neubearbeitete und erweiterte Auflage 


Mit 663 Abbildungen im Text und auf Tafeln, 97 Tabellen und 9 Rechentafeln 
XIV, 874 Seiten. 4°. 1960. Ganzleinen S 1488.—, DM 248.—, sfr. 253.90, $ 59.05 


Der gute Anklang, den die erste Auflage dieses Buches gefunden hat, hat sowohl den Autor als 
auch den Verlag ermutigt, die zweite Auflage in wesentlich erweiterter Form herauszubringen. 
Dureh die Erweiterung ist praktisch ein neues Buch entstanden, das das Gesamtgebiet der Gas- 
turbine bis ins Detail behandelt. 

Folgende Abschnitte sind neu aufgenommen worden: Die Thermodynamik der Strahlturbine, die 
Thermodynamik des Freikolbengaserzeugers mit Turbine, sein Aufbau und die verschiedenen Aus- 
fihrungsformen, Berechnung und Konstruktion von Axial- und Radialverdichtern und -turbinen, 
Berechnung und Konstruktion von Warmeaustauschern, Festigkeitsberechnung, die Gasturbine 
im Zusammenhang mit Atomreaktoren und die kombinierten Gas-Dampf-Prozesse. 

Volistaindig tiberarbeitet und wesentlich erweitert wurde der Abschnitt Thermodynamik, Brenn- 
stoffe, Brennkammern und Brennstoffsysteme, das Verhalten der verschiedenen Schaltungen, 
Werkstoffe, der geschlossene KreisprozeB, Gasturbinen fiir Industrie und Hiittenwesen, Schiffs- 
gasturbinen, Gasturbinenlokomotiven, Kraftfahrzeugturbinen und Flugzeugturbinen. Mit dieser 
kompletten Neubearbeitung wird dieses Standardwerk jetzt auch in groRerem Format herausge- 
bracht, wobei gleichzeitig die Abbildungszahl auf 663 und die Tabellenzahl auf 97 gestiegen ist. 
Auf den nunmebr rund 900 Seiten wird das Gesamtgebiet in ausfihrlicher und klarer Form behan- 
delt. Zahlreiche Schnittbilder, zum Teil auf Ausschlagtafeln in Grofformat, ergainzen den Text. 
Jeder einschligige Industriebetrieb und jeder Ingenieur, der heute mit Warme und Energie zu tun 
hat, wird dieses Buch brauchen, aber auch saémtliche technischen Mittel- und Hochschulen werden 
es in ihrer Bibliothek haben miissen. 


Vom gleichen Autor erschien: 


Luft- und Gastafeln zur Berechnung von Gasturbinen und Verdichtern. 


Mit 21 Abbildungen im Text und auf 17 Tafeln. IV, 7 Seiten. 4°. 1953. 
: Steif geheftet S 69.—, DM 11.40, sfr. 11.60, $ 2.70 


,,Mit diesem Buch stellt der Verfasser fiir im Gasturbinenbau vorkommende thermodynamische 
Berechnungen brauchbare Rechentafeln zur Verfiigung; auch der im Verdichterbau Tatige wird 
mit Nutzen zu diesem Werk greifen. Es enthalt in der ersten und umfangreichsten Tafel in einer 
vom Rechenschieber her gelaufigen Form drei Skalen nebeneinander, die den Zusammenhang zwi- 
schen der Temperatur, dem Warmeinhalt und der relativen Druckfunktion derreinen Luft in einem 
so groBen MaBstab zeigen, da auf drei Stellen genau abgelesen und die vierte Stelle gut abgeschatzt 


- werden kann. Der Einflu8 von Feuchtigkeit und von Verbrennungsgas wird durch Korrektur- 


werte beriicksichtigt. Die Turbinen- und Verdichtertafeln werden durch Hilfskurven fir Warme- 
iibertrager und Verbrennungsrechnungen erganzt. Tafeln der spezifischen Warme bei konstantem 
Druck sowie der Adiabatenexponenten verschiedener Gase, ferner der Molekulargewichte von 
Verbrennungsgasen bei verschiedenen Wasserstoff/Kohlenstoff- und Luftgehalten beschlieBen die 
niitzliche, mit Sorgfalt aufeinander abgestimmte und gut ausgestattete Tafelsammlung. Die Be- 
schreibung und vor allem die fiir die Einarbeitung ginstig gewdhlten Beispiele erleichtern die 
Anwendung der Tafeln.“ VDI-Zeitschrift 
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